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第 二 鹤 的 过 一 版 伍 以 前 的 版 本 有 很 大 的 出 天。 以 前 的 版 本 中 庄 窗 
数 的 理 渝 、 高 等 代数 初步 及 画 数 的 积 牙 法 的 整个 第 一 章 放 在 第 一 答 中 
了 。 反 之 ， 关 於 向 量 代数 基础 的 材料 由 第 一 逢 移 到 第 二 敌 中 来 。 运 些 
材料 与 向 量 牙 析 连 合 起 来 租 成 了 第 四 章 。 

其 父 各 章 也 进行 了 重大 的 改 巷 ， 特 别 是 第 三 ,大 ,七 , 章 , 同 时 在 第 
三 章 中 补充 了 特殊 的 一 节 ， 专 门 伐 壕 度量 的 理论 以 及 重重 从 的 殿 格 理 
论 。 在 第 大 章 中 ,有 一 些 材 料 重新 安排 了 , 北 呈 铺 充 了 天才 封 闲 性 方程 
的 攻 明 ， 过 个 性 明 根 据 的 是 维 泵 史 特 拉 斯 的 关 南 用 多 项 式 来 作 连 芒 画 
数 的 近似 式 的 定理 。 在 第 七 章 中 补充 了 球面 波 与 柱 面 波 的 传播 问题 以 
及 天 均 波 动 方程 的 解 的 克 希 荷 夫 公 式 。 常 傈 数 比 性 微 落 万 程 的 敏 达 ,并 
始 时 没有 应 用 记号 方法 。 

每 一 章 的 第 一 节 保 在 了 以 前 的 签 述 的 特征 。 例 题 与 补充 的 理论 材 
料 印 成 小 字体 。 全 部 驮 述 是 过 样 作 的 ， 可 以 只 学习 印 成 大 字体 的 基础 
材料 。 

Г. М. 费 赫 金 戈 里 茨 教授 看 过 过 一 版 的 公 部 原稿 ,二 且 在 伍 述 方面 
答 了 我 很 多 宣 贵 的 意见 , 需 此 ,我 对 他 表示 深 深 的 谢意 。 
В. Ж ЖЕ Ж 
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` 学 物理 的 引 论 ,篇 了 使 过 一 章 的 内 容 熏 第 四 党 的 新 版 本 取得 一 致 ,所 以 
有 改 好 的 必要 。 
| B. 斯 米尔 庄 夫 
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1. -MAS НЕЕ 36 58 АК, ЖЕЛ ЖП 
蜀 数 的 微 商 或 微分 的 方程 ,中 做 微分 方程 LI, 51]。 车 在 一 个 微分 方程 
中 出 现 的 英 数 只 依 籽 於 一 个 自 变 量 ， 则 过 方程 叶 做 常 微分 方程 。 洁 在 
УЕ ШАНАЕВ Е ОН, ДЕСЕЦ 
ЭУЕ. 38И Е ОРЛЕ, ЗЕ НКУС 
Н- Анжи ДНЕВЕ. 

ЕН, уле о 的 未 知 丽 数 。 微 分 方程 的 一 般 形 状 是 : 

ф(ж, у, Y, Y 099) =0 

在 方程 中 出 现 的 各 胃 籁 商 的 最 高 级 数 n, 时 做 返 微 分 方程 的 艇 ,在 
过 一 节 中 我 们 考虑 一 航 常 微分 方程 。 汉 种 方程 的 一 般 形 状 是 : 
(1) Ф (z, у, у )=0 
或 者 ,写成 解 出 y 的 形式 : 
(2) y = f(x, у) 

戎 某 一 夯 数 

(1) 


2 高 = на хи B 


(3) у = P (=) 
适合 一 个 微分 方程 ,就 是 说 , 常用 9(%) 及 9'(z) 代入 作 y К У Е 
ЭЖ St 5А, MER (2) 蚜 做 站 个 微分 方程 的 解 。 

人 微分 方程 的 解 的 求法 有 时 时 做 微 牙 方程 的 积分 法 。 


套 把 和 与 2 看 作 平 面 上 点 的 坐标 ， 划 微 芬 三 程 (1) RO] 表示 


и E EARO ARE AE MAREA TA RRR EROR i 
牙 方 程 的 解 (3), ЖЗНЕ ВЕЕ, SEERA E O TAERU 
的 糙 率 适合 该 微 东 方程。 过 样 的 曲 粮 叫做 所 答 定 的 微分 方程 的 禾 分 曲 
#. x 

最 简单 的 情形 ,是 党 方程 (2) ERATA v 时 ,就 得 到 下 面 形状 
的 微 牙 方程 。 

у = Jm). 
ЗВАНИЕ ВОК ВЫЯВЛЕНА ЕТ СТ, 867, 於是 公式 
y =| (ayda + ©, 

答 出 到 部 的 解 ,其 中 C 是 任意 常数 。 如 此 ,在 过 景 简单 的 情形 下 ， 我 们 
得 到 微分 方程 的 解 , 它 含 有 任意 常数 。 我 们 将 看 到 ,一 般 的 一 航 微 分 方 
各 ,也 会 有 合 有 一 个 任意 常数 的 解 ;着 样 的 解 叫做 方程 的 一 般 积分 。 葵 
任意 常数 以 不 同 的 数值 ， 就 得 到 方程 的 不 同 的 解 -各 样 的 解 巴 做 广 
程 的 特殊 解 。 x 

以 下 亲 恨 中 ,我 们 请 雹 种 特殊 型 能 的 一 般 方程 ,它们 的 苇 东 法 可 己 
化 入 不 定 积分 的 计算 ,或 者 说 ,它们 的 积分 法 可 以 化 露 求 面积 法 。* 

Z 可 分 风 赚 量 的 方程 在 微 下 方程 (2) h, AYM у, MAM 
dz 缚 ,再 把 所 有 的 项 部 移 到 左 移 来 ,就 可 以 把 它 化 戳 下 面 的 形 的 : 
(4) M(%, у) dv+ N(%, у) dy=0, 

OD 入 分 的 计 算 与 面积 的 计算 有 直接 的 连 紫 ,由 此 引出 “ 求 面积 法 "过 个 名 钥 。 


„М 
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在 茶 些 情形 下 › ыла Бел ИЕЛЕ ИУ о НН, РАНЕ z 与 y 在 方程 
中 具有 同样 的 地 位 ， 因 篇 方程 (4) ЗЕ НЕЕ ВЕ 
ЖИ. БАЕ ВИНГ ЯХ у, 也 可 以 取 ж, ERRAN. 

БЕРИ М( а, у) B. N (z, у) 中 每 一 个 都 可 以 下 解答 十 个 因子 之 
积 ,而 这 南 个 因子 中 ,一 向 只 依 束 套 ж, BARIKI y: | 
(5) M£) Maly) de + N (z) Му) dy =0. 
用 My) №2) за DARS , MUELA T REAR: 
(6) о da + dy = 0, 

дє da НИЖЕ НЯНИ =, dy ARREK у. УС) 
иза [ 93 ,化 篇 形状 (6) ПЛЕЕРЕ. 

方程 《6) Be ЖЕ; 


М, (x) № (у) 
Мо) 45 Ta 


ИШК, ОУ ЧЕ ВУЗЕ ЕЕЕ TW 
É 


Е М, (х) № (у) 
(7) N) x + | му 99 c, 


Ниро 是 任意 常数 。 运 个 公式 答 出 了 
ЖЕҢЕҢДИ; УЕ, EK 
JH Ry HS КрАЗ ИА, Araha 
出 方程 (7) 中 的 种 分 ,再 解 出 y， 就 得 
PET ARKI FERR ROR 
方程 。 


y = P(x, С). 图 1. 


z 高 хини Е 


Я ЯА, НЕ АМ ДЖ МУ СИЕ 04MN 〈 国 1 ) АЕ 
ON 二 z, 高 篇 э ИН ОВОМ 的 面 千 相等 : 


= 1 х 
(8) { уйх = ху; = Ет f ydx. 
' O 0 


7 Lk НЗ ЕЛЕ БЕТЕ БЕП] (0, ж) 上 的 平均 亿 。 
РСН АА АНЕ 0235418 КАНӘ NM 成 正比 。 以 公式 (8) 篇 基础 ， 
RE: | 


x 


(9) | уйх == RXY, 

其 中 ELAR. BIRO) К Е да 
(10) y=ky + ху, = ху = ау, 
其 中 | 

(11) а zin 


RARI, ЧЫРР А AMR ARAE, БЕЗЕ gon, 
ЖЕ ЕЗЕН F ERAR REE, 方程 (10) 是 由 方程 (9) ERRARE, 
， 从 是 由 方程 (10) Веня, 只 可 能 使 得 方程 (9) 的 两 光 差 一 个 常数 项 。 但 是 直接 可 以 看 
出 , 当 z = 0 时 ,两 唤 都 等 於 堆 ,从 是 所 及 的 常数 项 也 得 等 蕉 等 ,就 是 说 ,方程 (10) 的 任何 一 
个 解 都 是 方程 (49) 的 解 。 现 在 来 求 方程 (10 ) Ил. НАЯ 


25 = ау, 
Бои: 
йу. ай 
у T 
求 积分 Н: 
{12) lg у= algz + C, уй у= Сх, 


其 中 C= е0: 是 任意 常数 。 
УСЕ), Æ РН 0 ММ +o 时; а 就 由 +оо Л ( —1); 因此 ,我 们 应 党 


Сл 


ям 党 微分 方程 
ЖЛЕ в > — 1, 以 使 得 方程 (9) ВАЛ Зо Ш k — 1 BF, а = 0, 於是 力 程 (12) 
输出 很 明显 的 侯 一 一 平行 共 OX ШИН. ЕР = S, аА 2 ): 
у= Са? 
ЧОЕ ВАЕ, 粹 坐标 的 平均 值 等 从 其 极端 坐标 的 三 分 之 一 。 当 龙 =2 ВЕ, ЗАК: 
у-у, 


ЗЕНА ВО УР З УН Байа АА E З )с 


С=2 Сы Сг} 


Ш 2. Ш 3. 
3.382274 ”下面 形状 的 方程 叫做 寡 次 方程 
1) 
(13) ` у -7(2) 
1) Ж, ЛИ (2,9) 若是 只 是 比 之 MEB SARTA, Жоу ARUMER 


RE BF, Б (2, у) ВИА ES „Е: Ст, ty) = r, 9), НЕИН Ar, y) В.а 
R у EREA [Т, 1511, | 


б 高 ж в жж Е 


| [к ДЕЙ НВ ж, В| Дт w ARA у: 
(14) у = gu, ШИ y = ú + xu. 
ВЕСЕ (13), 得 到 


и + хи’ = f(u) 或 210 Jf u)—w. 
Zh MESE a 


dx du __ 
x Fu yG O 


Я} pale) 记 du 的 祭 数 ,就 得 到 : 
lg æ 十 | P (u) du = C, 
由 此 
g = Oide эй z = Оф(ш), 

Hp C = e0: 是 任意 常数 ， 

КЕПИ рунах у, 各 分 曲 铝 族 的 方程 可 以 寅 成: 
(15) ж = Op (7). 

考 虞 以 坐标 原点 篇 像 位 中 心 的 像 代 交换 ,过 楼 的 柳 换 使 得 点 (72,y) 
焰 到 新 的 位 置 | 
(16) жү = 60; у: = ky (#>0), 
А, СРР ЕЕН] ЖЕЛЕ ЈЕ Е 
和 借 ,而 方 同 不 楼 。 阁 一 点 原来 的 位 置 是 М, Ж 
ПЕ Ниле: Mo 则 (图 4): 

ОМ,:ОМ =% : х=у::у=А. 
把 多 换 (16) 施 用 礁 方 程 (15), 就 得 到 : 


(17) z, = (2), 
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HPC 是 任意 常数 ,过 个 方程 奥 方 程 (15 ЕЕ У с, ЖЕНА (16) 
FRAUE THAKOR, Та ЛСВ З Н СТБ) AEEA 
ERRIAK. MA, ПИЕ С EPE Г 
ШЫ a ЛЕ Е РЕ 16482], КЕГИ ППЕК А 
就 成 了 。 所 得 到 的 千 果 可 以 写成 : {ШУБЕ ЖЕНЕ ШИГ 
似 嗓 换 , 齐 次 方程 的 所 有 的 征 分 曲 穆 , 都 可 以 由 一 条 生 分 曲 稼 得 到 。 

方程 (13) 叉 可 以 写成 : 

tg a = f(tg 0), 

其 中 tg a 是 切 烷 的 斜率 ，4 是 由 华 标 原点 作出 的 癌 量 个 径 恰 下 向 ОХ 
刺 的 交角 , 如此, 方程 (13) 建立 了 a AR 9 ЛИНИЯ „ВЕР, ЖЖ 
允 原 点 的 任何 一 休 直 穆 ， 桨 次 方程 的 各 称 分 曲 乏 的 切 牺 应当 是 互相 玉 
行 的 (图 4)。 = 

由 於 切 铬 的 冯 个 性 质 ， 使 得 芭 原点 篇 中 心 的 像 们 沁 换 把 一 休 积 分 
曲 狠 仍 灵 到 一 休 炽 分 曲 牺 运 件 事 更 明明 了 ; 因 仿 , 当 曲 狠 上 的 点 的 向 量 
ЕРИНЕ РИ ЕЕЕ, 每 一 个 向 量 咎 径 上 的 切 粮 的 方向 不 
5% (图 5 )。 
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摆 积 分 曲 狠 是 通过 坐标 原点 的 直 匈 时， 者 我 们 施用 上 述 的 像 伺 营 
换 , 则 倒 换 和 后 所 得 到 的 仍 是 原来 的 丰 和 粮 , 所 以 ,在 运 情 形 下 ,上 述 由 一 休 


积 俱 曲 粮 得 到 其 他 稿 牙 曲 贸 的 方法 ,是 不 通用 的 。 
Я НЕ: ВУ ОХ 0С 7 ЖИДЫ М КЕ МТ SEE OX ШЕЛ 
ШОТ (мб). 
НУ 972 
У — y = z' (X — z), 
Жи (X, У) 是 切 林 上 动 点 的 坐标 ,让 了 三 0, НЕВЕ OX W ERRE: 


人 = я — у?” 
ЗВ: МТ 二 OF ,就 得 到 [I,77] 


y* Ís YV 
Pra 


由 此 得 到 微分 方程 : 
(18) y = es ， 
站 显然 是 个 查 次 方程 。 


依照 下 面 的 公式 ,引入 新 图 数 ARI э: 


Y = ru; у = xu + u, 


代入 到 方 程 中 ,就 有 : 


К кышк а 
9278808: | i 
е с-сы 

求 积 分 ,就 得 到 : 


8 
z(u tl). O, 
+ 


КЖ у: 


чә 
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(21) Z + y? — Су = 0, 
ЖЕНЯ ЖНА ВА ДЕ Л Eh B ТЕЗЕ ВАР OX 轴 相 切 的 图 GEG Jo 
НЕ (19) ABE (20) BF, РНЕ ЖЕНЫ Си + 222) 除了 ,过 可 能 和 失去 一 俏 
ч = 0. 也 就 是 = 0o 把 它 代 入 到 原 方 程 (18) 中 ， 我 俩 看 出 它 礁 是 过 方程 的 一 个 展 。 不 
ВАА (21) 也 包含 有 过 个 解 。 只 须 把 公式 (3 红 ) ВН C „шак С = co, 就 得 到 它 了 。 
利用 以 坐标 原点 需 像 似 中 心 的 像 似 妈 换 , 图 族 (21) 中 的 每 个 固 可 以 由 其 中 一 个 贺 得 测 * 
所 以 (图 6 ): 


LL 


ом, OM, ом, 
我 们 现在 讲 КР ЖЕ: 
dy ах бус 
(22) Е 
ГАЕК ДЛЕ. 5 Нер Z S 7 ЖК z FG g: 
(93) | х=ёта, Y=ytÊ, 
其 中 am 与 有 是 我 们 现在 要 柳 定 的 常数 。 
КА а ЈЕ (292) F ,就 得 到 : 


а ) 
dç T ла. bmt аа + bB + с, ` 


Rh F IB Apya Е < 与 ó: 
aqa-+b8+c=0, авс =0. 
ЕВ, ЛМЕ АКТ: 


ар 
ТРЕТ 


+, 


ТАСОВ ERER MEFE „зв ЕВ РЕ 
移交 点 : 


10 高 等 м вй н 


(24) am+bu+c=0 В gt 十 by 二 C1 二 0. 
如 死 ， 取 前 所 得 对 的 结果 也 通用 矢 方 程 (22)， 所 不 同 的 ， 只 是 醚 
(а, В) 起 了 坐标 原点 的 作用 。 
车 址 和 妹 (24) 互相 平行 ， 则 上 述 的 多 换 就 做 不 成 了 。 但 是 在 关 情 形 
ТУНАТ ЕРЕ Со) ЕСКЕ ААК Е ВЈ: 
м А Ам mz 十 Diy =A (а-бу); 
519788 w БЭ К у: 
и = ax + by, 
ЖЕН: „ВРЕД ГЭРИ БЕЛ А BU y Кє» 
JS ЗЕК ДЕЛЕ Ну ЖЕ ЖЕ HJ. 
4. 物性 方程 及 日 庄 利 方程 FEDEARI ЦУЕ ЖЕ. 
(28) у + Р(2) у +9(2) = 0. 
KE REEE ВЯ (2z) 的 方程 
2 + P (xz)z = 0. 


ЕВЕ: 

22. P(x) dz = 
就 竺 到 : 
(26) 2 = Ое 7)Р(9) з. 


需要 解答 定 的 稼 性 方程 (25) ,我 们 应 用 改 营 任 意 常 数 法 ,就 是 设 过 方程 
的 解 具有 类 似 於 (26) 中 的 2 的 形式 : 
(27) у = we P(z)de, 


Жр u Дд КПП zw 的 一 个 未 知 泵 数 。 求 微 商 ,就 引 踢 : 


у ye -[P(z)dx _ Р(х} о -{Р(2) Эй 
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| = 


代 人 到 方程 425) 中 得到: 
we РР 十 Ө(2) = 0 
w = -Qirje Paa ? 


Hi JL; 
u=0- È Qs)e P(z)dz g; 


最 后 ,依照 等 式 427), 就 得 到 : 
(28) у==е- fP ш ee je (х) of? ах]. 


АЛААД у y, НАЧЕЛУ 
\ P(v) de m | (ве) РС=) de dx, 


只 须 任 取 一 个 什 就 成 了 , 因 篱 它们 加 上 上 任意 常数 ,只 不 过 改 释 C 的 值 而 
Be 


АЛ х 
— Í P (x)dx к р (куас 
(99) 2% m р ч 
= „е НОГ) dxi, 


其 中 ж ЕЕ ЧН. А НИК AYME t= №, ERAS 

就 等 於 C， 因 和 需 上 下 限 相同 的 积分 等 於 雳 ,就 是 说 公式 (29) 中 的 常数 

Ө, z = ж RAR у 的 人 镇。 我们 把 过 个 值 记 作 yo, САВУ ЗИВ. 
需 了 表示 过 种 情况 ,我 们 写成 : 

(30; аа, ШЕ 

д АЕ Г z = w АНИ И, ВАЗ ЖАН ВЕ 2 


12 高 等 K ин Е 
MEE НОЖИ: 


x 
一 上 P (х) ах 


| х 
T P (x) а 
(31) yap 70 Уо 一 jo (x) е? „| . 
В Жү 


IRIE УШ ЕЛ Е Е ЛЕНЕ ГИ КӘК ЖҮ ЕАН ЕГ АЈ 
曲线 要 通过 答 定 的 点 (20, Yo)o 
者 设 Q( z) = 0, ЖЗИ УХЕ 
+ Р(уу = 0 
的 通 合 走 条件 (30) 的 解 : 


(311) - peas 
一 Je * 

直人 公式 429) 推 知 , 狼 性 微 众 万 程 的 解 有 下 面 的 形状 : 
(32) у = Ф1(2) С + P(T), 
就 是 说 , У ЖЕТЕЛ НО АРЕНЕ, 

8% 1 是 方程 (25 ) 的 解 ,让 

y = Yı + 2, 
就 得 到 关於 z 的 方程 : 
+ Р(®)в+[у+ Pyta). 

НЕБЕ Т уз EJER RARER, PEE 
J, z 是 对 应 的 没有 自由 项 的 方程 的 解 , 它 是 由 公式 (26) 所 人 确定 的 ,所 
У: 
(33) у = уу + бе 1249 

现在 设 已 知 方程 (25) 的 男 一 个 解 Ys, Ёк лен Ç = a ЕД ЫХ 
(33 ) 得 到 的 : 
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(34) ya = уу + ае Ea 


由 等 式 (33) 和 与 (34) 汗 去 。 1 人 ”就 得 到 通过 十 个 解 ул Ж y ЖЗ 
过 个 粽 性 方程 的 解 的 公式 : 

(35) Y = Yı + С, (3° — 9) 

其 中 С, 是 任意 常数 , 它 杞 代 了 以 上 的 。 由 方程 (35) 推 出 下 面 的 天 傈 
А: 


. yz- y l- “с | 
ә Jt J = Cs, 


ERIT, JE В SEO REE ЕЕ ЫА 
ае ен в лантан ине 
ЕЕ. 

如 此 , 老 已 知 稼 性 方程 的 两 个 积 修 曲 乏 L, S Го, 旭 任 何 一 条 其 他 
ОТОР, ГР Ст ) 


的 常数 值 确定 出 来 。 
根据 上 面前 等 式 , 强 41B1, АВ А,В, ЕЕ арк, 

者 互相 奉行， ИЕА ЕЕ В, В, ЖИ AYA, 时 ， 过 些 弦 的 
方向 多 向 各 曲 贸 在 41, A, А 点 的 切 稳 方 向 ,於是 我 们 得 到 下 面 关於 狠 
性 方程 的 积 修 曲线 的 切 桩 的 性 质 : ЖЕНЕ БЕН Нав 
於 ОУ 坦 的 直入 的 交点 不 ， 各 曲 物 的 切 牧 或 者 互相 平行 ， 或 者 交 於 一 
点 。 

例 1. 考虑 有 让 感 的 电路 中 AERA. ДЕ 也 电流 强度 , © ER, R Hë 
党 路 的 电阻 , L šu ОЛ ЖЩ 


14 高 等 Ж йй к я 
我 个 有 关 傈 式 : 


di 
v = Бъ + Tri 


由 此 得 到 关於 + 的 者 性 方程 
di R. р 
ыы =< 


HJE RA L ЖИ, ож # Ае, 
知 图 数 , 寺 鼻 公 式 43I) 中 出 现 的 积分 ; 


ш 7 
/ 

і £ f Ра! R 
ГАА е. т 
{а= тать | о 4 一 一 工 | ое df 

0 0 


Я io За, ДНЕ = 0 时 电流 强度 的 值 ， 傅 照 (31), ЖЫШЫП ЛЕНИ НЕ ЕЮ 
定 i 的 公式 : 


| Е | 
= 1 L 
i= e (г | ое а) $ 
Е НОВА У 是 常量 时 ,就 有 : 
Ry 
шы Жыш Š е 
i=[ h Б) Ë —- Р + 


R 
_„__.} 
党 1 增加 时 ,因子 e ^ 很 快 的 减 小 ,实际 上 , PORAJ, БГ ЖЕ АМ ЕЕ 
程 ,而 电流 强度 就 由 欧姆 定律 = ЖИБЕ, 
特别 是 ,党 s6 = 0 时 ,得 到 公式 : 


(37) 


ЕЕ ВБ 10 0 = 0, 就 得 到 断 肛 电路 时 电流 浓 失 的 公式 。 


R 
Se ç i 
а foe 
В E 叫 必 所 考虑 的 电路 的 时 间 常量 。 
FREE o TERENE, © = А sin ы, 依照 公式 (31), 得 到 : 
R 
Ее 


_ А Г К, 
[х= е [2 | e: sin ot di |. 


下 难看 出 СІ, 201], 


R R з 
е т^ RL . ©], 
| е“ sin wt d£ == е я sin of 一 =-түү үү cos oÍ 
於是 推 知 
М 


R, 
| ЛД RL | o L` 


с 


КА + ве ШЕ 


R 
р | «Г.А Шы RA | wl A 
(38) i == (i 十 ра J ё šP вр р РЗ sin ut 一 oL? -十 Д? Cos of 


ы; 


第 一 项 含有 因子 e。 “О. 它 很 快 就 消失 了 ,实际 上 , = 0 ВИЗ, ЖИЕ 
度 就 可 以 由 公式 (38) 中 其 从 两 项 来 礁 定 -。 A ПАЗ ПИЛЕ АЕ, ЕВЕ ПЖ 
癌 ,只 是 振幅 与 相 不 同 。 温 要 注意 , 由 过 个 和 所 鞭 出 的 稳定 沁 程 的 志 流 强度 ， 不 依赖 於 电 流 
УЖИН i o. 
ДЕШН БИЕ, ЖЛЕ Ж BETERE R ВЕ. НИНА ШРДЕЙ 
K С ИРЕ) т ЖЕ). 
有 了 时 我 们 设 В {ЩИ ДЕШ Л 


16 高 等 数 学 кор 
ЖЗ. 
温 就 引出 方程 : 


篇 了 把 + 表示 成 7 的 一 部 分 ;我们 由 公式 
$ =т®, 
| АЖЕ z E t, 其 中 2 由 0 (断路 开始 的 时 刻 ) SS33J 1 ЛЕВ ВЯ). 方程 就 : 
№5: 


аі Ro „ фт 
(39) ax tTa- gi у =9 


ВЕНЕ 


МЕЛ] (28), THIEN AARE: 


Нут . Кот 
TE 


i=(1— х) 2 (Fan E a c], 


RAIAR KE in: 
在 第 一 种 情形 下 , 求 得 : 


Бут 


Cr 


ы ш 2: НИР ЕЕ 1. 
r з] (1 — + C(1— x) 


Ж 2 = 0, ЕЕВС: 


U 
Рот L * 


; UT | __ 
= шт енен 


ЕН: 


„< 


m 


ии жилое 17 


Бот 


Кола 


(40,) = г 1-9 +( — вг) 0-9. 


在 第 二 种 情形 下 ,用 类 但 的 方法 可 以 求 得 : 


( 40») а-я -ТЕ 1-а. 


白 诺 利 方程 
《41 ) у + Р(ж)у + 9(вуу"=0 
ВЕ УЛЕЙ ЕЕЕ ЗЕ, Нет] VPE EAS В, 
ДНЕВЕ за Jy Feb as ЕВ Г. В у” REKHA: 
уту + Р(х)" + 9(2)=0, 
НЯ ч 以 替代 yi: 
u= у", w= myy. 
过 时 方程 化 篇: 
и + PsN + Qs)=0 
其 中 
Ру(жу=(1—т)Р(®) 而 95) = mR), 
Ж, НЕН =", 可 以 把 日 详 利 方程 (41) ВЕРЕ, A 
后 就 可 以 求 积分 了 。 
EE ОУК 
(411) у +Р(2)у+9(2)у + К(2) =0 
BL ЖЕ. Е ЕСЕК АОВУ , 它 不 能 化 仿 积 分 的 形式 。 不 过 洛 
知道 了 它 的 任何 一 个 特殊 解 ; 就 可 以 把 它 化 篇 入 性 方程 。 实际 上 , 设 Y 
是 方程 (411) 的 一 个 解 , 喷 是 
‹*) y, + Р(2)у+9(2)у + R(z2)=0. 


18 高 % #1 ж в 
在 左 程 (411) 中 , 依 公 式 
у = +, 


в АЖ u 以 替代 9, RASUL, WEET C), ЖТР 
ЭНА % BUSA PE yë : 
w 一 LEX) 十 29407)2 u — Q( z) =0. 
过 方程 的 一 般 积 分 有 如 : u= СФ (2) + (0). ЗЕЯ ч 的 表达 式 
КАЖ) ЕШ Ж у 的 等 式 中 ,就 得 到 利 卡 迪 方 程 的 一 般 积 分 : 
_ ОФ1(2) +#1(2) 


ыы —— ==. _— 


CPT) +E) 


5. 依照 初始 条 件 夏 定 微分 方程 的 解 ” 我 们 以 前 讲 过 ， 一 般 征 耸 方 
Ë 
(42) у =f, у) 
表示 出 点 的 坐标 (z, у) БЕЗЕ О ВЕ RRMA ВЕ УС, у) 
是 (z, у) РЕАК, ЗБИР, НАК E (с, у) 有 定 值 的 任何 
ж, ВЕЕР Сло), АТУ 2 НЕ, п 

f(z, у), TEREE -ARAKERE Е АЈ, 我 们 就 在 平面 上 
Š B5J—4B 438, EPEN АУТ 13—888, 3 
И ДЕ 
АННА Е И 5 Е ВИ ts. 

我 们 可 以 浴 出 地 球 天 面 上 的 磁场 作乱 一 个 例子 。 把 某 一 部 修 地 面 
考 瞳 作 午 面 ; 在 每 一 点 就 有 一 个 砍 定 的 方 同 , 就 是 在 过 上 骂 磁 针 所 指 韵 方 
|н] о 

ЕЖЕ РАМОН, Е ЛЕЕВ 
А Е ИЕ 
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ЭНН НАТА ОУ 于 的 直线 >= zo 的 交点 ,或 者 ， 同 榜 的 意思 , 答 出 
i 多 取 指定 的 值 zo Бр, 31264 у 应 营 取 的 初 值 Yo: 
rcas Yo 
BEVE HAIE RIEA Co, Yo) ОЗОК, Н F Tok 
ВОЛЕ. 
ЕЕ Е, ИЛ ТИ, ЕАН Б 
从 坐标 原点 ,在 0 六朝 的 负 方 向 , 作 一 个 等 礁 单 位 长 的 线段 ОР (图 8 )。 
H 2= 2, Bü у=у 代 人 到 方程 
(ADEE ВЕН f (2, Yo), 
ЕЛЕ ОУ 轴 上 截 一 段 04。， 使 
ЗЕД FC Eo, Yo) ВН, Sr P A, 
НАЕ ЧЕ fC to, уо), RÆ 
EPA hR AE ( zo, 
Yo ПУ ИЛЕНА ЕЕВЖ ОН | 
НРА ОНДЫ = © 
Н (жу, о) ЕАМ, , 
ААА РА, АЛЕНЕ š 
Aa = W (To, Yo)o BE М: (ил) ЭБУ BES УЛ ЖЕНЕ EAA 
o Æ OY МЕНЯ ВЕ ОА, ЕВ / (ал, у), ЕЕ М, М. 2847 
H P A), PECHER у = f(2i, Y1)o BE M. (22, уо) Ba M F ЫН 
FRAIRE 3—48, правые ра: EEE ИИИ 
БЕУ їй] o A [Н] БЕ РЗА ВБА А АУА h о BRAEMIA 
ыы 


y 


< 
| 


ARRE, kaa PA, РА, … Ју УЗЕ РЕ 


20 高 等 ш g 


sk 
т 


Л, 

由 上 述 作 法 ,类 而 易 见 , DFE) ВОВКА R Eh (zo, уо) ATEZ 
ВН 106, RERI, НА, НУВ Н, 
但 须 似 z,y) 除 连续 性 外 ,还 具有 其 他 前 性 质 。 例 如 , Е А Сао, yo) 的 
р, (т, y) 是 (x, y EREK HAS у ИЖ, 则 通过 
点 (%o, yO ARED АН, АНН. 

过 个 定理 我 们 现在 不 辟 , 它 通常 叫做 当 和 给 定 初始 休 件 时 ,微分 方程 
的 仔 在 及 唯一 定理 。 在 本 章 的 最 后 我 们 再 或 朋 融 个 定理 。 

关於 过 个 定理 ， 除 上 述 的 友 何 解释 人 外， 我 们 再 就 一 种 重要 的 特殊 
和 情形， 给 世人 共 析 的 解释 。 运 征 情 形 就 是 : ЕСА) АЈА BJ БАЖ БИ 
(1—2) Я (0—00) ШЕЖЕ ЕЛЕК LI, 161]: 


Д(х, у) = У а„(х х0) (y — у}, 
P, q == Ü 
ЧЕН. (2—2) E (27 — о) HESE iW IF, ERR. 
在 过 情形 下 , 满足 初始 条件 
(43) Y| ===, = Yo 
Ву, ЛЖ (42) МУЖ, УЕ K še Jak Ek K. РГА 
(2— ж) ЕЖЕ ЕЕ, ЗЕ НЗ ЕВОНИ Г НСА) ВЕЕ 
ШЖ ERE, Шт=ж 与 y= у IÇ A 34680 А), НЕ 
D= Фу Бр, ЖИН У ШИШ yo. ЕЖЕ z 的 微 商 ,就 得 到 


n ÎS (2,0), If, y). 


Я ===, у=, у = RASERAS, ЛЕВИ с=з By, CER 
В У’ 的 值 уу, ВЕК ЕЗИ » ОИ, АНИ yy ”的 方程 ,照样 


第 一 章 м 微分 方程 


作 下 去 。 如 下 就 确定 出 一 个 泰勒 级 数 


(44) qJ = 4 + Нен — 20) +- У (= 2 ыа: 


О ETARE CAR 
КАЗЕНКА АЕ N © = жо IERE E auf p) 
HSMP REEERE, MEAE REAR 


(45) 1} = Yo Ha E — Bo) +000 — to)? + 


代 人 到 方 穆 (42) 中 马赫 代 у. FEF 4k (2—5) НУ HEHEA, Е 


УЖ |р] Ж ЖЕШИНЕ УНГЕ Е HUP ESE а, 4:,…。 


(44)54(45)Ж ЛЕР] B) 


Я RHE s 
‚23 
(46) и, 
УН ДЫЛ ВЕ TE 
(47) У зо = 1 
аа. 


в 
у=1+ Ус, 


S] 


ВЕ, ВИЕ РЕ ( 47), ОЯТ. 
ОА: 


со 
y'= Ўч, 
= 


把 得 到 的 y 及 y 的 表 过 式 代入 到 方程 (46) 中 : 


se ee за 357... Н(-+Туаа 2% к 


= 2а (1+а,9+аза2% +- Нана" E). 


A SED 7, ЕК 


22 高 等 K 学 K R 


са ВЛАВ % н] 30 ВОН, R F 3 RRR. BERR, 


za, = G, = G; = --- = 9.41 = ** = Ü 
Gs 一 2, 24 = ‚ ав 一 а 
Ж) (1, 126] 
р. ү (=) + 
у= + tata) talg) + 
Ni, G; ий 
l 
M, Cy 
| А, 
Z ЕМ 
5 x |х < ә а" | (n + l)asaa = ав 
图 9. 


6. и Ж 上 一 段 中 所 讲 的 作 方 程 (42) 的 近似 积分 是 
ERD EH AE. RATAR ОР Ий ЖОК УЖ ИЗ» ЕЛ: 
答 定 横 坐 标 ж, 要 计算 积 耸 曲 乏 的 纵 和 坐标 时 ，, 志 个 改善 了 的 尤 拉 方 法 续 
以 简单 而 且 实 用 。 

пж Л16( Фо, Yo ЕЛА HPR BJ ЕСЕ] 9 )。 由 过 点 引 和 斜率 是 (Xo,%0) 
ОА, SPITA ОУ ИШИДИ 1 = z 交大 一 点 М. к М, ВЖЕ 
Ey. 题 然 , 它 由 天 傈 式 

1 — o = J (Lo, 3⁄4 )( Zi — 20) 
ЖЕЕ, ЧАШЕ MN 与 NM, ZERB =—% É у-у, WE 


къ 


Р, 
у 
TE 
JÈ 
$ 
` 
Hh 


“ММ, М, AEDE f (24, уо), 

BAC, 0) УТА Саа, у! ЕЕ MM, MAET OY WH 

ПУ FARRAR 2 = ж h Moe № L” КОНЕ 
ya 一 = J (£1, Yı) 22—121) 
BE ZE с 

完全 一 柑 , 由 点 Malee, ys) 可 以 作出 下 一 个 点 MT, ys) 来 ,如 此 
ТЕТ Ж Мэ ЕЖЕ РА, РА... 和 与 图 8 中 的 作用 相同 。 

ЭТЕК МАЛЕ 2 的 什 叶 ， 我 们 要 确定 浪 足 初始 条件 САЗ) 的 方程 
(42) 的 解 的 值 ,根据 以 上 所 述 , 我 们 就 有 下 面 的 作法 : 先 把 区 间 (zo, z) 
分 篇 小 苞 间 ` 
(48) < a En a 
НИН АЛУА IK ke НИ Yi Уз, с, yn: 


Yi — Yo == J (Ху, У (x, — x.) 
Ya — yi = J (Xi, У.) (х. — х) 
Уз — Ja = f (Xs, Уз) (X; — Xa) 


E т а E в © єт > ü 5 ® вз б = 4 S 


(49) 


Yn- T Yn = f (Хо, Улэ) (Хи! aqp Хһ-о) 
РИ = f (X,,-, Yai) (x И 


党 15 НОЛ ПЕК f (2, 的 性 质 的 条件 成 立时 ,假若 稚 定 的 
© ИЛ Ей о 足够 近 ， 则 苦 所 分 的 小 区 则 的 数 月 增加， 而 每 一 个 小 
EHAZE HZA Fa Y 的 值 ,将 趋向 未 知 积分 曲 狠 
НУЖЕН 2 的 员 正 的 值 。 

由 等 式 049) 逐 项 相 加 ,不 准 得 求 : 
50 IS Y= J -F f(x, Y) Gi — x) + f(x, (ca 一 2 十. 十 


5 


—/ - (ә, Ул) (Хаа Хаз) FF (ль Уа-л) (® — Ха-а) 
在 简章 的 情形 下 › ЭИ Oy Fe. 


у = С), 
ERSA АНИ: 


У + У; (х;) (2, з), 


$= Ü 
RMA, BEMA y 十 [Jde EBREA CI, 87]， 而 过 个 


ХА, БЕН ПЛ ЖЕНЯ. 

由 公式 (49) 讨 算 上 时 ， 要 按照 以 下 的 次 序 。 首 先 由 公式 (49) 算 时差 
У1— Уос ЕВ yo АЛИ, ЯН ИЖЕ у, 再 利用 (49) 中 第 二 
个 公式 求 出 差 ys 一 y. ВЕ y 相 加 ， 就 得 到 第 三 个 纵 华 标 y:, 再 
利用 (49) 中 第 三 个 公式 求 出 差 ys 一 yz 如 此 作 下 去 。 最 后 把 所 有 运 些 
EN y А, ЖШ ҮЕ, 

Я 用 上 远方 法 求 方程 (46) УЖ, ЕЕ (47). JE FEEP (zo, 21), (21, жу ) 


ВНЕ 0.1. | 
计算 的 精 果 列 在 附 表 中 。 第 一 行 是 = МИН, И-М У 的 值 ， 第 三 行 是 
Ка, у) МИ ЗУ 的 值 ， 第 四 行 是 差分 Ay = Yari 一 办， 最 第- 一 行 是 准确 的 棱 分 曲 塘 


=š 
у = e Í ИАН 
ж = 0.9 НЕЕ ЛА 0.081, 就 是 盖 误 的 百分比 的 塌 2.595. 
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7. — RER ИА 
а=. = 00 

中 的 Уо ВУИ, MAFTEI DFE HRES А, НАЛ 
ня ЕУ — ПАСА ЕЕ К уо ВОВА ЗР h Е Jeri yo ЛЕЛД?РЇШ 
ЗАРЕ Z= Zo 的 交点 的 纵 坐 标 。 也 有 时 在 方程 的 解 中 出 现 的 任意 常 
数 , 不 是 代表 у 的 彻 值 ,而 是 具有 一 般 的 形式 的 : 
(51) у = P (z, С). 

我 们 在 1 РЖ, УЕ) PE SIELE КАЈ ШН 
过 方程 的 一 般 积 分 ,一般 积 从 也 可 以 写成 降 示 式 : 
(52) ф(ж, y, С) =0. 

答 常 数 C 以 一 定 的 数值 ,就 得 到 方程 (42) 的 一 个 确定 的 解 ; 运 榜 的 
解 叶 做 方程 的 特殊 解 。 乱 要 自 一 般 积分 (52) 所 当 应 的 昌 稍 族 中 ， 找 出 
ОД (2, Yo) ТИШӘ, FUE ТЕЕ 
(58) (ть, Yo, C)=0 
REE H С 的 数值 就 成 了 。 

求 一 极 微 分 方程 的 积分 的 反面 问题 就 是 : ЕС 
НУ НН ARIA (52), 要 作出 一 个 微分 方程 , 使 它 的 一 般 积分 所 对 应 的 曲 稼 族 
就 是 所 答 的 曲 禾 族 。 

Жут НУ FEG) 2 ТИКИ , 435: 


aps, у, р A САРФУ 
0% © 


(54) 0 


OX 
由 (52) 太 (54) 十 个 方程 中 浓 去 С, 就 得 到 曲 绪 族 (52) 的 未 知 微分 
方程 
Ф(2, у, у ) =0. 
一 般 积分 (52) 可 以 写成 解 出 任意 常数 的 形式 : 
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(55) оа, y)=C. 
HTA ИРЕ, ВАНН УВЕ), ЗЕ ВЕР, 
HEGDE o( z, у) ИРУ САО ЭР ЛЬ. 
JES H реро у, 用 方程 (42) 的 任何 一 个 解 来 替代 , ЖАЫ КЕЗЕҢ 
到 一 价 常 数 。 就 是 说 :方程 (42) 的 和 祝 分 是 Ба у ба ЕЕ 
#] z 的 全 微 商 等 於 零 [ 根 据 方程 (42)]， 
КЕ z 的 全 微 商 ,得 到 ГІ, 691: 
962( т, у), до(2, у) _ 
十 Еч == () 
或 者 ,根据 假设 , у 是 方程 (42) 的 解 , 可 以 用 f (z, у) y , RIA: 


да (т, у) Ә 
(56) гана 5 P кэ, уу = 0. 


Е ЛЕСА ЕНЧА ИК Z 3JBq wle, у) Ф, ole, у) Ж 
ИТЛЕ за ЈУРЕ MARIRE ВАЩЕ ЖА {ЖЕЕ ЙЕ, Ап 
果 我 们 取 方 程 (42) 的 所 有 的 解 , 则 > 与 y 的 值 可 能 是 随意 地 。 就 是 说 ， 
对 2 与 Y Жан. 函数 о(2, y) 昼 满 足 方 程 (56 )。 有 最 后 我 们 计 ， 营 方程 
(АН 
(571) от (2, у) = 0 
ЖЩ, ЖИ В о 

像 上 面 一 样 ,得 到 方程 


доу (5х. д 


ЭПИ (571) ERE НИЕ ВОГ ЕЯ, ИНЧЕ 
等 式 (571), WARE, Ж z БЕ уж, АБ) ог, НЕЕ 
a PERTO ORE НЕ (57), 


№ 


т 
xt 
у 
S 
这 
"эң 
ГЫ 
А 


Я EEIE 


不 难看 出 ,图 膨 


z? +y? —1=0 


Вы KES ВЕНЕ СЕ, J, = 
ЕЕЕ 等 式 (57. ) 就 成 篇 : 


а (2, у) = zà у 


— Чи? y? — p? — y? 
22 + 90 2297 ZY =0 Е: — нЕ 0, 
2203 Ы 


НЕЕ ЖЕ де FARAR AR о ВНГО Е ВЈ We hi Y 2e: : 
д + шу? — z © 


P o(a, у) = zš + ey? 一 4 代入 到 (856) 中 ,就 得 到 : 


к 2 — nz 
За? у? 1 92917 9 У =o 
owy 


ИЕН S ж Ry EER A AER 

设 所 答 的 微分 方程 是 关於 y 的 隐 示 式 : 
(58) | Dt, у, у) =0. 

Ану, ЖЕ УДЕЛ 42 7 的 形 杰 :不 过 西数 f (z, у) НГЕН 
Ж BRECA m 个 不 同 的 箱 ， 放 是 对 应 走 指 定 的 2 一 2 就 有 和 妈 个 
不 同 的 值 , 吉星 在 一 个 指定 的 点 , 恕 对 应 的 有 不 只 一 个 方 同 ,而 有 么 个 
不 同 的 方 同 。 如 此 ,在 平面 上 就 不 只 规定 了 一 个 方 同 场 ,而 是 m [АМР] 
У. НИИ, НВ, АЛОР 
у 於是 息 放 起 来 ,通过 一 个 指定 的 点 ,方程 (58) 就 有 ?人 条 积 分 曲 贸 。 
关 个 方程 的 一 般 积 分 含有 一 个 , 且 只 有 一 个 任意 常数 ,就 是 有 (53 КИЙ 
ЛА; 但 是 :一般 来 讲 , 方程 (53) 话 该 不 仅 和 给 出 忆 一 个 值 , 而 是 on 个 不 同 
的 值 。 
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对 基 最 后汉 的 过 一 点 ,我 个 聚 一 个 人 洁 的 例子 ,在 过 人 闽 例 中 ,有 含有 任意 常数 的 和 解 , 但 屋 
ЕЕ ЖЖ. УЖ ЖЕ: 
(59) y? — жу = 0. 
НОЕ РЕГ У (У — z) = 0, РИТЕ: 
z = 0 Hg у z = 0 
ЕВЕ - 5: 


(59, } у — С = 0 

ЕН 

(59a) | y — 52% — O = 0. 
ЗВ Н-П: 


(у – Суу Е. z? — O) = 0, 


它 就 输出 了 方程 ( 59 ) р УБР ЕВР, ЖАЛЧЫ ЕЕ] ЕРИН НКЕ: ЕВ 
(59, ) R— PRIER (59, )o 显然 , AR (59:1) 给 出 方程 (59) 的 含有 任意 常数 的 解 ， 但 是 还 
个 解 不 是 方程 459) 的 一 般 积 分 ,而 只 是 方程 У = 0 的 一 般 各 分 。 

方程 (42) 或 (58) 可 能 有 些 解 不 包含 在 一 般 积 分 族 中 ,就 是 说 , 扰 论 
常数 C 取 什 各 特 殊 值 ， 运 些 解 不 能 由 公式 (52) 得 出 来 。 半 样 的 解 叶 做 
方程 的 育 暴 解 , 在 [10] 中 我 们 将 讨论 关於 运 样 的 解 的 求法 与 龙 何 解释 
ЙЧ АЯ 

В, ЩАС — ААО за ВЕНУ, CaA LE ES В, ИП 
IC ТЕЛЕ ЖЕ РНЕ ЕЕ Е РНЕ ЖЕ ВО ДЕВО W 
гә ВО ЕЕ PE BU 32 EE ОНО ВЕ ОН Е ДЕЛЕ ВЕНЕ — 
ДЕННИ Е ЗНА ЛЕСА ГЕ 581 FR f (z, yL Ф, у, У’) | 
ВБ ВР, ТН эе ЕЕ УС ДЕШЕ Г. 

EIDEL LRF] 中 ， 用 任意 常数 己 来 若 代 у, 就 得 
ЗН: © 

1(2,9у)=0С:, № Sr, у, Ci) =0. 
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iS BBB AERAR, ТО A LRA RRN E] ВО 
TRR ИВ; DE RIOHA R О RER ER. ЕЯ 
BERR HEE 261831 LES PE R 沿 着 它 磁 斜 的 方向 是 
保持 不 琶 的 。 

РЕ [3], 等 倾斜 稼 是 通过 坐标 原点 的 在 各 。 

现在 我 们 讨论 ,在 什 感 情形 下 ,等 舌 针 将 是 万 程 的 积分 曲 比 ， 也 就 
В CEDERA. ИЕГЕ Н 

Ф(2, у, 6) = 0, 

ЖЕ С, = b, КЕНИЯ ЕШ, ОРУ 
向 ,就 是 4 =b, ВЕ УТЕРИ, VARIGE SIAR M 
ВЕРН ЕО АСУ b; ар НЕЕ ЕЕ. 
4528 b MER НЕН y = БЕН у= e, 其 中 是 某 一 常数 .所 以 ， 
只 有 在 一 种 情形 下 ,等 倾 料 穆 是 方程 的 解 , 和 过 种 情形 就 是 : ааа 
一 休 直 稼 ， 而 且 对 於 得 直 穆 上 的 点 由 微分 方程 所 确定 的 不 继 的 切 乏 方 
各 与 过 直 乏 的 方向 相同 。 

Я RHR НЕБЕ ВЕ Н о (Ш 10). ЖЕ АЕ ИЕК ГТ АН 
分 方程 


(60) = y V 14у = a, 
УА ВЕНУ — X WR У’, 就 得 到 : 


V 8.173 
(61) d 一 十 уе, 
dx y 
НЕ || < a ЖЗ, НЕНИЯ 
(62) уда Му=-@а 
ауе, БИНЕ TREER dh B ia ae БЫШ, y 有 了 两 个 
不 同 的 值 。 
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эн 


由 方程 (61) ЕЕ ‚43: 
уйу 


(6з) — ——  — = ах. 


求 积分 $ TSE N 

(64) (x -0> + у? = aà, ; 
就 是 襄 , 它 是 图 心 在 ОХ В. БРЗЕ а ПН CE 10). ИНН ЛЕ (62) 的 
Ет ‚З АЖА ЯЛЕ 中 每 一 个 点 得 回族 中 有 两 个 贺 。 


ВЕБЕ 


А 


УИ 


10, 

由 方程 (61 ) 化 篇 方程 (68) 时 ,我 个 用 WV at — у? ТА НЕ у +a, 
ERRA, ЖИ И ,实际 上 它们 是 方程 (61) 6058 ЗЕН ВОВНА Е НЯ, 它们 不 包 
含 在 一 般 生 分 族 (64) № ЕЕ, ЖИРА С 取 什么 值 ,由 公式 (64) ЖЕНЕ 
ЕЕ Ним 

用 常数 C, 替代 方程 (60) ит у’, НЯНЯ: 

=yV1+CI = 
172% OX имо ая, (64) НАЯ Л РЕКЕ Яо 

特别 是 ,直入 (62) НЕНИЯ НАЕ, y ERAT ЕАН, 

因此 Я БЕ Җ Дуа (61) М. 
8. Р ЛЕ Г/Л ЛАНЫ ЛУ ЖЕШ эр, ИЖ ЕЛДЕ: 

(65) у = 2у + ФОУ). 
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用 任意 常数 C ЖЕН у, ЗАВД ЭУ ЖЕНЕ ЖИК: 


(66) | y = zÇ + P(C). 


И Н, ВРО АЕС „т В. тА А ЯЕ: Н 
也 替代 У 893638 С, ЖЕО EAR С65) краз ИУ e s ВНЕСЯ 
ДЕННЕ kap y IEM EE УЖ ТАЈ На] о МИ Е ВЕН 
ж, НН ‚(66 НЕ: УС 65 ОДА ЕЕ, ЬО 
(66) 同 时 是 三 程 (65) 的 一 般 积分 族 。 

现在 我 们 认 , 求 方程 (65) 的 解 的 另 一 个 方法 ,由 过 个 万 法 ， 我 们 不 
仅 得 到 方程 (465) 的 一 般 积 分 ， 瑟 且 得 到 它 的 奇 届 解 。 记 作 ? = p, 把 方 
FeE( 65 ESAK ` 
(67) q = хр + Ф(р). 

РНЕ 2 ИЛИ p: p = р(х), ВАРЕН p = (2) 代 人 到 
СОТНЕ», 得 到 z 的 画 数 y, 它 的 微 商 YY EEP y = р = (к) 
HZC67) ERAZ EG ey dy = dz = рах, 就 得 到 一 个 关於 p 
的 微分 方程 : 

раз = pdz+zdp+ P (p)dp sk [2+Ф'(р) ap=0. 

ЕН ВЧ 897525, ЖШ РНЫ ар=о РЕН T 
р=С, КНС ЕВ; 把 p= C 代 人 到 方程 (67) 中 ,得 到 一 般 积分 
《66)]。 在 第 二 个 情形 下 ,我 们 有 : 


(68) x + @'(p) = 0. 
由 方程 (67) 和 与 (68), 就 是 由 方程 
(69) у=2р+Ф(р) № z+%@'(p)=0 


消去 p, 就 又 得 到 方程 (467 ) 的 一 个 解 , 它 不 含有 任意 常数 。 通 常 过 个 解 
уе W GY ЖЖ. 
тА p jj 28 B lp] НЕЕ: 设 要 求 切 名 具有 指定 性 
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质 前 一 人 条 曲 稼 ,而 过 性 质 只 与 切线 有 关 耻 切 点 把 顺 。 实 际 上 ，, 切 株 的 方 
程 具 有 下 面 的 形状 : 
У -у=Уу(Х-=), B У=уУХ-+(у-=у) 
АЈНУР ЙАН yey) Ву ВАЖНЕЕ: 
Фу—®у',у) = 0. 

解 出 y 一 zy ， 就 得 到 有 如 (65) 式 的 万 程 。 题 然 ， 克 列 给 万 程 的 一 
般 积 修 所 对 应 的 直 纤 不 是 运 间 题 所 要 求 的 答案 ， 而 方程 的 奇 届 解 才 是 
MERHER, 

Я Riik, EIE ARER LET T.T, BAZE, SHR а 
8111). 

ERDER Н ТЕ АИ ИЕН ОТ, ROT, , КИНЕ KARA 
方程。 

Woa ty- y'= № y= xy 0%. 


V I+ 


ПЕЕ, НЕ ОИС РВ АА PA Bd 
НУР а, В ар, ВИН 
ТТГ 5 p, 一 个 方程 是 


2—1: Ei 11. 


Бирев: 


尘土 一 
(14-р?) 
Ë р=% 9, 就 得 到 : 
д = а сой? g 
再 由 方程 (71) ЖФ 
у = = aeos? $ tanp +a sinp = + a Sin? 9, 


BEMAZA 3 次 方 , 然 使 相 加 ,就 消去 了 y: 


2 


&З 4y 

RE kanha EER RPE ГТ, 80] h Papapis НН (70) 形成 了 它 的 切 
ЛЕ 0811), 

9. 拉 格 时 日 方程 ”下面 形状 的 方程 叫做 拉 格 朗 日 方程 : 
(72) у=2$1(у') + PY), 
其 中 Pily) 应 该 算 作 不 是 у, Ч ФУ) = Шу, ЯВЛЯ 
ЖЕ Т. 

像 对 克 列 杂 方 程 一 榜 , 半 於 方程 (72), 我 们 也 用 求 微分 的 方法 。 裔 
Е у’ = p, 把 过 方程 写成 : 
(73) у=®Фу( р) + P:P). 
ДА РЕЛЕ BU ЛЗ ЖАН p 的 一 航 微 分 方程 : 
(731) pdz=@,(p)dz+z@%,(p)dp+ Pa PI A. 
用 ар 除 , 得 到 方程 : 


а 2 
$ _ „3 


о 
[Ф(р)—Р1 др +®1(р)#+ 50р) =0, 


ТЕ z ЖЕ р BO E DE РЕЯ FE о а MRRP Ср) — р] 
除 , 就 化 篇 (25) 的 形状 ,於是 得 到 它 的 一 般 积 分 有 如 下 面 的 形状 : 
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(74) z=4(p)C + pp). 
АИ z еб A Зе то) 中 ,得 一 个 关於 у МЕ: 
(75) y= p) C + ó, (n). 


公式 (74) BL (75 90 H z Б y {КШ ЕЖЕТ С ВТ За р Вузе 
巡 式 ,就 是 设 , 它 们 是 拉 格 朗 日 方程 的 一 般 积分 的 宕 多 方程 。 车 由 方程 
(та) (ть) ЕН р, 就 得 到 一 般 积 分 的 普通 方程 。 

党 用 dp 除 过 方程 时 ,我 们 可 能 丢掉 对 应 於 dp = 0 的 解 , 就 是 将 赚 
P p sk КИ. ME y 是 常数 使 得 y 是 2 的 一 裕 多 项 式 , 所 以 
HECER EMPER EEI. AER, H p= а 时 ,方程 (731) 
ФЕ ads = p (ajde, 就 是 说 ,过 个 常数 a ЕН ФКа)-а=0 
所 确定 的 。 

现在 我 们 蕉 过 个 事实 的 龙 何 解释 。 用 常数 C1 来 替代 方程 (72) 中 
пуу", ЖЕКЕШЕ ШИН: 
(76) у=®Ф\(О,) +9-(С1), 
Же, ННН АЕННАН. ПЕРЕ РРА Не ДЕЕ 
ВУИ, ЖД ЧЧ ЕР: (От) АЕ Ин 
ЗАТЫ O, 相同 : 

Ф161) – б, = 0. 

解 过 个 方程 ,再 把 求 得 的 C， 的 值 代 和 到 方程 (76) 中 ,就 得 到 所 要 
求 的 解 , 其 中 应 当 包 含有 上 述 前 奇 黑 解 。 

10. Ао ега ”我 们 已 经 计 过 两 个 例 ， 在 这 两 个 例 
中 ,除去 一 般 积分 外 ， 间 得 到 有 奇 吴 解 。 在 CT] бе, РН 
Ж: 
(T7) (2—07) + y = а? 
其 图 心 在 ОХ H Е ЕЕ a Ç 
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ПЕНИИ ОХ ШИ у = + a, ЖИВИ — 
点 和 与 面 族 (77) 中 一 个 圆 相 切 (图 10). # [8] 的 例 中 ,一 般 积 修 是 一 个 
КИЕ НАСАА АР ОЕ ЕЕ a; ARA 
РА, ЕЕ milik a — МЕШ ЖЕНЕ ЖЛЕ ЗН 


за ИНИ А 2695133 H ARAR ELAK ВСА a tn aE ШК 
(78) ylz, у, C) =0, 


Ж: С ЖЕЛЕК. ВТЕВ ЕН ЛЕНО 65896 — Bi fe, ЗЕ НН E 
MAAAR = Ва ЛЕЛ А АО АЛ, ХЕ Е, 58 Е 
T — Eh ; 3 FH РЕ rh B E РА ñ FR 22 48 2: 17] 88 
PERPERA RKE. MERRE RIRIK (78) 的 切线 的 斜率 。 
HRAS RAR EEE y 是 2 [КД © 是 任意 常数 ,就 得 到 : 


由 此 FL 697: 

дф (x, у, С) 
(79) Y == И] 
设 包 和 络 的 未 知 方程 是 
(80) R(x, у) = 0. 


БИШ ЕГА ЖЕЕ Jy i EAK RI E, у) HA Ф(а, у, C) 的 形 
R RRRA СРЕ, Е © 与 у ЖИ, ШЕКЕ, ЭЛЕ 
何 画 数 R(z, у), 我 们 可 以 写成 等 式 
Р(х,у) = (=, у, C), 
НЕЕ НС z бй у 的 什 径 卫 数 ,於是 我 们 可 以 找 像 (78) 的 形状 
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ВАЕ, АЛЕНЕ С 不 是 常数 ,而 是 2 与 y 的 未 知 画 数 。 求 方 
FECTS) ВИК ЕЕ С 已 经 不 是 芝 数 ,就 得 到 : 


‚У, С) dp (x, у, С) ¿c — 
(81) Жж» © ах = ¿y + в 4С == 0. 


НЕЕ, ЖИВОЕ 42 , КЕЗ ШЖК С) PEIER 
АЕТ АЕ, ЖЛЕ HEA (S1 R ER СУ ЖЕЕ (79) 中 的 
才 达 式 相同 ， 而 上 只 有 在 公式 ( 81 ) 的 左 兆 的 第 三 项 等 於 避 时 ， 也 就 是 
FE YC)gC=0 m, EFIR. Mi 40=0 给 出 C 是 常数 ,就 是 
说 仍 然 答 由 了 族 中 的 曲 牧 , 而 不 是 包 知 ;页 是 推 知 , 坊 要 得 到 包 阁 ,我 们 
кк 


Ppr, 0,0) о 
2С 
HES EERE Н С (ху) ВО. ЕИН И] ж у KRECE 
РЕКА: АНА), РАЈ АС УКА ОРЕ (80), 就 是 
说 , 族 (78) 的 包 络 的 方程 ,可 以 由 两 个 方程 : 


(82) pv,Yy,0) =0, r =í) 


rhifik Ç 求 得 。 沿 着 包 和 络 移 动 时 , 它 与 族 中 各 个 不 同 的 曲 禾 相 切 ,而 每 

一 休 曲 稍 是 则 常数 (的 一 个 值 所 确定 的 ,如 此 就 建立 了 , 求 包 略 的 方程 

时 ,也 用 (78) 的 形状 ,而 把 C 算 作 钨 量 的 概念 。 | 
ЖИЕНИ ЛЕУ PEB Е НОН Н, 8878) ЮР: 

(83) Ф (TY,Y) = 0 

В ЖЕНА АЕ, ERR ЛЕД) НАЕТ — ИЕН E o TE (z 47) 88 

1Л КЕЕ ЖЕЙН ДЕ ЛЕ (83) „ЕЕ Яй НЕ, су 与 y 的 什 与 族 (78) 
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中 某 一 人 条 曲 缘 在 过 点 的 运 些 数值 全 辐 , 就 是 说 ,人 包 和 络 的 0, у, у ШЙ 
足 (83)。 所 以 ,方程 的 一 般 积分 族 的 包 烙 也 是 和 过 方程 的 旭 分 曲 乡 . 

6,97 2С, у, С) 是 万 程 (83) 的 一 般 积分 ; ИЕЛЕ И F , Ш 
方程 (82) 浓 去 C ARAY RA ВИ Ја АС НМ, А29 
的 情形 ， 是 有 下 面 的 理由 的 。 由 方程 (82) 浓 去 С, 我 们 可 以 得 到 的 ,不 
俊 是 包 和 络 ， 历 除 包 箱 外 ， 可 以 得 到 族 (78) 中 所 有 的 曲 缚 的 奇 寻 点 的 集 

仓 ,也 就 是 ,78) 中 曲 闪 的 运 种 点 的 要 中, дани, БЕШ АРУ ЖИЕ 

ERER LI, 761。 此 外 , 也 有 时 包 箱 就 是 曲 入 族 (78) 中 的 一 人 条。 我 们 
HARARE Гав А Pa ay W e hupu. EAr PE sm WE ВЕЛЕ 
| БН PRERJA ЕНЕ — E FB Н ЕАО А RYE T ЖЕП] 
子 来 就 阴 过 个 问题 。 

取 和 合 我 们 提 弄 ,候车 由 微 牙 方程 导出 它 和 的 一 般 积 邹 时 ,每 一 步 泽 算 
剖 没 有 破 壤 方程 的 相 千 性 ， 则 不 可 能 有 奇 轴 解 。 反 过 来 说 , 题 然 , 侈 我 
们 在 17. 中 所 作 的 , 奇 暴 解 应 当 在 丢掉 的 解 中 去 鞠 找 。 

1. ЖА (77): 
(#—С): + у? = а? 
JEL о 
在 过 情形 下 ,方程 4823) 有 下 面 的 形状 : 
(2—0) фу? =a, —2(и-0)=0 
第 二 个 旋 程 输出 С = z, 代入 到 第 一 个 方程 中 ,就 得 到 3? 二 с, КЕНИЯ у = + a, 我 
неа Ж 
2. ЗЕТЕ уху (у) 的 一 般 积分 是 
y = xC + (C), 
BARK RE: НКЛ RE: 
y = «© + (C); 0 =% +p({C) 


中 请 去 С, НИЛ [5] 中 方程 (69) 20, RÈ pART C 而 已 WER RENNIR 
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э. ЕЛЕ ВЕ ЗЕ УЕН!) 
3. ИН У? = zs РНР ЛИНИЯ С 12). ПЕ ОУ РЖЕВ eb yz 
АХ: 
(y + CP ==. 
ФЕ ВНЕ ОУ ЕП ‚ЛЕДЕ ДЇ, а НН ТЫТ ОХ Чит ШЖ, 在 
ВУИ Г, ЖЕ (82) A КИНУ. 
(y +C) = 2%; З(У-С)=0, 


К ME О, 得 到 z=0, 就 是 OY th, ЖЕШЕТ, ОУ MTEF 
НЕ ЛАНДЫ 
4. ЖМИ: 
<. | y = Ciz — С)?, 
| X ООВ аа NR C 二 0 时 是 OX 轴 , 过 时 方程 (82》 
< 有 下 面 的 形状 : 


y = O(z — 0)*, (z—CYz — 3C) = 0. 
由 第 二 个 方程 输出 0 = “或 0= = z。 代 入 到 第 一 个 方程 中 ， 
FNRA у = 0, 或 者 9 = хз„ ВИЖУ 二 0 是 OX м, 


потен, 而 立方 抛物 у = | 2% ЗЕЛА Ро 
5. П ШЕЛ eh PERR 1 НВ, ННВ 
12, AJRA OX айдай, Р: ЕАУ НЕЧЕ А. ВИ 
А — 81805 Жл С ТАЈ ОХ фи вл sbs, БЕ РР 
就 是 1 一 С* (М 13), MERKS REME: 


(z — С): + ° = 1 — 0", 


对 O 求 微 商 , 得 到 方程 
— 9 (s — Cy = - 20; 


ЫА ТИЗГЕН С, 就 得 到 一 个 方程 


— + z 一 
5 # 1 


就 是 行 和 到 一 个 以 坐标 轴 仿 对 帮 轴 ， 牛 轴 共 各 篇 y 3 与 1 МИН ШИШ Ж, АТЫН ЛЕЙ 
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—a „ 


НЛ WEERT hio 
|. wy 的 二 次 方程 WARE RRE НЯ У ЛЯ: 
(84) Pay. у) = 9? + 2P (m, у) у +Q (z, y) = 0, 


Wp Pey) Ий Q( z.) {ЕЛЕ ЕЕ НЕШ НУ) ЗЕ E H у АЕО, Piku E 
RERE e D у Оо ЖИВ 
АЯ: 
(88) =- Pa.) 

т (>, уу, 
其 中 我 傅 记 作 (x, у) = 
=[P (s. y) 0 (e, y) 在 
Ех) 全 0 的 一 部 分 平面 中 ， 
方程 《S5 HURR J; 
F if LIA RE TEEME- E, 
daR A ҖЕ — № 
To | E РНЕ, ПН. ТА 
ЖА УНИИ ЗЕ ПТИ, 加 13. 
УМО ЕС ЗАМЕНЫ, ТЕ Ry) СО ВВ pari 方程 (85)》 ЖЖ Щ у 的 
ЖОЙ ЕЕ —*п1› 27 P iB] rh ЗОНА ТН. Ве ЗА ЖУ y Fe 
(86) (жуу = 0, 
н РА ERR ho ИЖЕ Е ВНУ РУБЕН Л FE (84) BITTA 
注意 ,方程 486 ) вн Ла (84) 以 及 方程 : 


АИ шо WR y + Рау) =0 
НЕ и MYI ЖЕШИН вру ЖЕ, ЛЕ (94) 有 重 根 。 
1. ВА: 


у=жу у? А у? + жу — у = 0, 


公式 (86) RBT + у= 0, ПИЯ У=— ЕД УДА 
в. Ая 
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у? + 29жу'+ y= 0, 
Аз (86) K jS 9 二 m2, ЕДЕН СЛЕ ЛР НОЗУ, PEGE ЇЙ y EA ww R Wto 
12. APR SHRI 
(87) ps, у, С) = 0 
ЕВН ЖЕ AAR ПИСАВ A H Sa A E ИЯ . 
FEAE, HE HARHA ERR REAR RA 
арену]. 
由 方程 


дж, Y, C) дф (2, Y, C) F 
д д Jy 9 0 


p(s, у, С)=0; 7 
中 消去 О, 就 得 到 所 和 给 族 (87) 的 微分 方程 [7] 
(88) P(x yy = 0. 

ЗЫН И BDI ZE R. HEZE, ERAR 
ЕИ ФЕНЫ ШЖ EMUR RAAME EN B 
和 要 得 到 正 交 示 穆 的 微分 方程 ， 只 须 在 所 答 族 的 微分 方程 中 , 用 -了 来 
160 就 成 了 。 

如 此 , 求 正 交 轨 贸 的 问题 ,就 化 坊 求 方程 : 


的 积 修 的 问题 ,其 中 yi 是 z RARR 

现在 问 到 等 角 轨 线 的 一 般 问 题 , 设 未知 曲 狠 麻 当 和 与 族 (87) 中 的 曲 
HAREA P, EALE ВИМ yi ЖЕНЕ, ЧЕГЕ 
意 二 角 差 的 正切 的 表 过 式 


t — { 
tg = 0) У, 
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其 中 te y= y EST P НИНЕ › m te pi =, КН 
33 , Poe AE 


Yi = НИ = 
(89) Е пЗ = tg P, 
Шр 2 E. IHH СВТ УЈАКА АНУ fi ЛЕ ТЕ (89) ECBS BEY 


Е Я И и. 
ТЕЖЕЛШ ПОЕТ ЕУ, Ч Т А ГОНЕ АЫ ЕЙ, 於是 在 平面 
每 个 点 (z, и) 有 一 个 速度 向 量 V--~ ВЕНА EE о EE И ДЕ К КИШИЛЕ ЕЛИ 
置 ， 而 与 时 间 无 阅 , 划 过 流动 叫做 蚂 立 的 或 恤 定 的 。 我 们 将 只 考 虞 间 样 的 流动 -此 外 ,我 们 温 
税 在 在 有 速度 的 势 量 , 换 句 话 味 , 就 是 向 量 VC, y) 在 两 坐标 轴 的 投影 是 某 一 画 数 u( 2, y) 


(90) wu (z, у) = 
пк 9818. 

在 所 有 有 的 点 切 穆 方向 与 向 量 (ао, y) МЫ НОВА E e НН ЗН ЗЕ) 
的 路 糠 。 我 个 可 以 注 明 AREE ARREN 

EERROR VC, ууй ОХ 轴 的 交角 甩 作 9 ЗЕЕ | V| , АЕО (2:0) 
до 9 #Э ы ул, у) 在 两 从 林 畏 上 的 投影 ,就 有: 


ди (ж, У) _ бы (2, y) ; 
от V |: eos 2, ву V|: sinp, 


НН ДЕН зе Е А: 
ди ди (=, у) 
(91) tgp = _ ду 


ди м (ж, у) . 
Or | 


方程 490) 3 z ЖЮ ЗЕЯ ВЗР: 


ди (m, у) 

ди (ж, у) =, Yh _ om č 
дх Te у=0, ШЙ y © дх( 2, у)? 
ду — 


ЗЈН (91) НАА, ЗЕЕ „ЗЕЯ Е А Е.Е ЗЕ Ве 
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ЖЩ AE- ЗЗА ЕЕ, ВЕ BJ iF З Sk kR E йн К ,反之 亦 然 。 在 平面 电 电 的 情 
ETF у БЕ ДЫ ПЕЕ EJ ko 
Я З 
(92) у = Са" 
TESLA 
由 方程 
у= С“, y'= Ста" + 


HE С, 就 得 到 族 (92) 的 微分 方程 : 


им 


ЗА у НЕА АНА (89) 中 ,就 得 到 未 知 族 的 微分 方程 : 


其 中 我 们 把 常数 始 9 嘻 作 了 了 ,而 且 把 MERY 了 。 НН: 


pd 
km- + 1 


一 一 


(93) y = 
z 
Е — TW ek Л Ж 
Ж т = 1, НИ (92) дй АНЕЛ ЛЕРДИ ЖИК, ПЕС ЕК is u 
THEG [I 83] Во | 
# m= —1 fi = 0, НВК Ня 
(94) ху = С 
ВЛЕЗ АТ, 
过 情形 下 ,方程 (98) Кн: 


RT ,就 又 得 到 一 个 等 轴 双 曲 粮 族 ,只 是 对 适 轴 换 了 : 
z? — y? = C. 
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不 骏 验 证 , 洲 是 把 所 给 的 族 (94) EER EI 
к 45”， 就 得到 过 个 曲 乏 族 。 BRK, E 
= 0 时 ,方程 (93) ЖУРН: 


dy_ = ү Г 
ах ту" фа, 
Чо 
pe OU 
而 它 的 一 般 积分 是 : Mesas . 
ту" +s? = C, 
Aen вет > 0 НН ( 92) BJ F 2 
Ж ЛЕШ D] эл >< 0 时 是 能 曲 燥 。 副 44 L 
ЕРАЗ ИНЫХ у = Ох? НЕ о BI 14. 
32 Но Л КЕК ЖЕН, 
13. 一 般 概 盒 п НГК: 
(1) ф(т, Y, у, у’, +. у") =0, 
或 省 写成 解 出 y'" ”的 形状 : 
(2) Иели оъ), 


НЫ z 的 任何 画 数 ,车 满 是 方程 (1) 或 (2), 就 叫做 过 方程 的 解 
而 微 修 方 程 的 求解 间 题 也 时 做 求 微 分 方程 的 稿 分 问题 。 作 答 特 例 ， 我 
们 考虑 受 有 力 王 作用 的 质点 m JEO REESE; ЗЕ F ИЖЕ 
5 点 的 位 置 及 其 速记 。 取 二 个 点 到 动 所 沿 的 直 粮 作 OX 轴 ， 可 以 算 作 
JEE 1, а 与 9 的 已 知 夯 数 。 依 照 牛顿 定律 ， 质 点 的 质量 与 它 的 加 如 
ЖИРЕНЕ ЕМЕН. ИУ 
(3) тав =t (t, =, $ ) 


REA RIRE AREER z NH t 的 关 傈 ， 也 就 是 , 在 答 定 的 
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力 的 影 儿 下， 过 点 的 有 运动 。 和 需要 得 到 记 问 题 的 确定 的 解 ， 我 们 话 营 和 再 
葵 册 初始 休 件 ， 训 是 在 其 一 初始 上 时刻 ， 吉 点 的 位置 与 它 的 速度 ,例如 : 
& ¿=Ü IRF, 


„ dx 
(4) “до 0 Ti 76 


对 於 n RIFE C) 或 (3) 求 讲 ,初始 休 件 由 下 述 人 条 件 粗 成 : 管 
2 RRE ERE 2 = то Нр, Су 下 它 的 一 直到 心 一 也 级 微 商 话 取 的 
418: 


(в) 9) = |р ye-5| _ =. 


х == о + = Хе Хх = Үр 


ВЕ, yo Уо, з, YTP AEE EWEA. 

ВО В, п ОРЕ, ВОЛЕЛИ ас, 
ФОЛК (z, у, у, у) 是 (%, у, у, сус?) 
MERR. Тат т ESE E y... YOT ВЕ ИЕН, 
它 是 连篇 的 ,而且 有 对 YY 0707717 ОНИ, ВД 
件 (5) 对 庭 於 方程 (2) 的 一 个 确定 移 解 。 

改 帮 初始 休 件 中 的 常数 Yo Уо, сс, У", ЖЕНЕ АИ 
ДЕ, ВЕНЕ АВК ЯНА п 介 任 意 常数 的 一 族 解 。 过 些 任 意 常 数 
可 能 不 马 初 始 人 条 任 的 形式 在 解 中 出 现 , 而 蕊 -一般 的 形式 出 现 : 

(6) 4; = P(T, ©з, Ca, ++, С»). 
Б (2) ааа Nn ЕЕ, MAHE) АО 
分 。 一 般 积分 的 方程 可 以 宽 成 隆 示 式 : 
(7) (z, Y, С,0---, On) = 0. 
ВУ ВК Ст, Cs, с, С, 以 确定 的 值 , 叉 得 到 方程 的 一 个 特殊 解 ， 
由 方程 (6) 或 (7) 湖 % 求 微 丙 , 站 到 \% 一 1) 航 ,再 用 %= zo 与 初 姑 人 条 


жи y 微分 方程 45 > 


件 45) 代 人 ,就 得 到 ПАЈЕ, НЕ РЕ, nf БЕ ЖЕН, НЕ 
ВИЕ 5 ВАЕ ВЕТВИ. 
ЖЕЛЕ (2 ) ЕВЕ A E: 
C e де, Ол Еи Г 
BER EIE › Hs ДЕ УЖЕ ( 5) ПУШ, [ЙЕЗЕ ТОЛА: 


(8) = yot (= To) F (= х)? + saw 


旨 且 , 像 一 级 方程 的 情形 一 榜 ， 由 方程 (2) 可 以 求 出 天 级 数 所 有 的 傈 数 
ЮЕ ЕШШ. ИРКЕ, 1@ =, 僵 初 始 休 件 (5) 代 大 到 志方 程 中 ,就 确定 
H 00 o REEDE (2) H z КН, ИСА t= 0, НА) 
Боо 96 ,就 俱 定 出 У, ИРНЕ, 

TUOU P H nA EREE, ЖЕН 
ба, А1, o HRR 


Bi +“ (ааа) + ` Pips 5 )2-.. + бе те 20)" —1-- 
+a,(%—o) +G, (2Z—m "+1... 


代 人 到 方程 (2) 十 得 作坊 其 中 的 y o WE (2—2) ПУ 
好 , 肯 上 比较 所 得 到 的 恒等式 南 兆 同 六 办 的 保 数 ,就 可 以 逐步 确定 晶 上 述 
ПЕ [5j。 

大 方程 (2) 的 右 扯 是 所 述 各 攻 量 的 多 值 画 数 ， 划 给 定 的 初始 条件 
3), 不 只 对 砍 於 方程 的 一 个 解 ,而 是 多 个 解 [C7]，。 不 包谷 内 一 般 稿 分 族 
PRISE mke We oa i S< 0; 取 任何 值 时 ， 都 不 能 由 公式 (6) 得 出 来 的 解 ， 
叫做 方程 的 奇 界 解 。 

Я ”现在 来 研究 一 下 质点 mp 在 使 北 同 下 2 于 售 位置 的 弹性 力作 用 之 下 所 作 的 直 款 运 田 ， 

届 吉 个 力 的 大 小 答 丑 点 所 在 位 置 和 到 平衡 点 的 距 抑 成 正比 。 此 外 , 温 假 设 过 球 动 是 在 一 种 介 
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ЖЕЛТ RMA ИЛИ J HPN K ВНОК, № ЈАВЕ ЕЛКЕ ДЕ, y ЈАВЕ BE BJ 
ЕЖЕ Н. ЖИ z KERDE TEENER ,就 待 到 微分 方程: | 
ma” = — kx ъа" — baw’s, 
Wip ki, бо, Ка 是 正 的 比例 傈 数 。 
RINER- AREA 
(9) z" = — z — 012 一 0.1273， 
ЖОКЛЕ ЕТЕН ЛЕ Л RAE PE 
(10) z| t=0 = 20 = 1; m'|i=o = m¿=1, 
ñ JBS ЛХ Е УЖО ЛНУ о ТЕ (9) 对 上 求 徽 商 , 就 得 到 : 
ИТУ 
IV) =" 0.12” — 0.3(z 3 z” 973) 
ш ХУ) =g” 0,1 ТУ). 0.3(6r'zra Harel ФУ) +ow"s) 
(a VD АТУ). ХУ) -0.3(lazraz 416m2 "48a У) 200) 
把 初始 值 (10) 代入 到 方程 (9) 与 方程 (11) 中 ,就 逐步 算出 各 航 微 高 的 和 值 : 
20=1; 2013 00 一 一 1.3 20=—0.59; 
IY) = 0.544; sof Y) =0.2160; z, YD =3. 1458. 

利用 泰勒 公式 ,可 以 得 到 未 知 解 的 一 个 近似 表 过 式 о: 1) 

Ху = l + 2 — 0,549 — 0,0867 十 0.02274 -+ 0,00185 + 0,004428, 

ху = ! — БОР — 0,2622 -|- 0,9071 4- 0,0090° -+ 0,0262, 

Ху" == — 1,2 — 0,52 + 0,2722 -|- 0,0362 + 0,1311. 


! 


РЯ ЕН Г Ен 0 改 继 到 1 时， 每 隔 0.1 ВЕЕ, HEN х, m: PQ 27” 的 值 。 
“注意 ,zl 与 za ЖЕЙК ‚ЯЛЕ ДЕШН z 的 级 数 求 微 商 得 到 的 ,而 是 就 z; Sa z“ ИК НДЕ 
公式 得 到 的 : 


„йс 2 a CINI y (У) ta VI) 
оо Ш 
ты бит ше аш S. 


д", (ТУ) ёш vo (V) в To (УГ) 
1! 21 31 4 


с". 


0.0000 
0.0001 
0.0007 
0,0041 
0,2156 
0,0467 
0,1176 
0,2621 
0,5314 
1,0000 


ы 


D о бо Усу Ç > ÇO t? = 


ый 


эд 


ы `F =й Бей 


p c o o s o 


ы 


一 一 一 
ee 


ча 


зы 


0 
—0,0001 
—0,0001 
—0,0005 
—0,0007 


ЕЯ 


0 
0 
0 
0 
0, 
0 
0 
0 
] 


> бел 


м ый 


学 一 一 二 二 
Но Co о — © 


ы 


ы 


w 


о о <> <> 
со =] > Cn 


— 
<> > 


Ах," = = 


2 | 一 12 一 052; — 


0,0 — 1.2000 
01| — 12520 
一 1.3040 
— 1,3560 
— 1,4080 
— 1,4600 
— 1,5120 
— 1,5640 
— 1,6160 
— 1,6680 
— 1,7200 | 0,2720. 


| 


UO Оо Ао C Pa. Ч 


k J 


0 
0 
0 
0, 
0 
0 
9 


k 


=з 
ЭР 


ТАРЕ B Жр z, Bl 2; 的 值 代 入 到 方程 (9) 6 rS IRERE 21, ПР =”, 
652. 只 是 方程 (9) KEMU. БАДЕ 2° 21 066, | 


ч 


чл ОО 


k. 


0 
0 
0 
0, 
0 
0 
0 
0 


ж 
OO 


м 


在 31 ЗЕЕ АН ЭЕ а, ВЕЕТ, (—ж,—0.,1шж—0.1ж%#у—х1 ШШЩ 
ИДУ > 由 表 中 所 列 ， 当 # = 1 ШЕ, ЕДЕ 0. 082, ЛЖ ТЕЕ! = 1 时 , х Е о, 
z МНЕ ВДЕ 7at5, ЯЕ та, 展开 (wi 十 7e)?3， 只 取 а 的 一 次 项 ， ЖЗ 59 Мр ЕШ 
3 ° ча, НЕШ ж, 的 值 , 用 (一 0.33)* 来 末代 xz1*” ， 最 后 得 到 zis 的 矫正 量 20; 而 好 
ЗЕ ЩЕ: T Gat”, 党 上 二 工时 , 它 是 42a。 

тиа Е ГЕЛЯ: 

—0—0.7а—0.2а— 49а=0.089 а= -0.0007. 
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| 


ЕР. 1， ж 的 计算 中 永 引 入 过 个 舌 正 量 。 最 德 我 们 得 利 一 个 近似 表 志 式 : 
1, =]1+:—0.6:*—0.0867:3+0.0227#*--0.00187 +0.0044#' — 0.0007, 

k £ HR O НЕ ЗИ ПИ ЖОЕ КИН КЕЛЕ И ИЕ ТЕ 

14， 二 级 微分 方程 的 圈 解 法 ” 像 一 级 微分 方程 的 情形 一 檬 ，?” RATA ERANA — A 
胃 , 对 订 克 亲 一休 曲 才 ， 安 嘎 艇 过 方程 的 积分 曲 迷 。 圣 艾 一 级 微分 方程 来 讲 ， 对 感 的 有 一 个 
ЎТ] o 

HER RATE 
‹12) y” = Иж, н, у’) 
ов 

Дх ЩА › а ЖЕЛЕ РНЕ ОХ 输 的 交角 。 我 全 就 有 [1 70]: 


dy 
dre tza, 
de _ 
ds — сова, 
Ч} ж КА КН: 
dy 1 да 1 da ds 1 Ча 
daz? 一 eaodsa ` dz” ооба ds ‘х соба ` da" 


~ da 
但 是 我 们 知道 СТ, 71), 去 ikkta 


аа 1 
(13) ds R 
АН ЕШ НЕК: 
| d° 
(14) _ 一 с083а ах 


HERMIE, а БИ s ПНВ R ЛЕЙ, s 增加 而 a ВЕ, РЕН 

Віл, ОХ ёй), OY ВНЕ (м 15). Ж FR>0, А} s Ни, ЕНИ СЕ 
Јун), В < 0 时 旭 向 相反 的 方向 楼 曲 。 

依照 公式 (14), 微分 方程 (12) 可 以 化 篇 : 


{15) „=й, у, tg oa) сояза. 
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一 二 -一 人 rr 


由 此 看 出 ,车 给 定 y 点 的 位 器 时 切 媳 方向 , 则 二 级 微分 方程 欠 出 在 冰点 的 曲率 后 径 的 值 。 


| у Тм, T 


15, №] 16. 

НН ВОЖУ, ЖЗ ЕДЕН ЕЕ ВО R£ 
САО ЛЕННОН Я A ПИЛГЕ ИЛИИ R 8822 E Wik ШЙ РАНЕН о 85 
ЖАЯ 2 EHAU ET: 

У | о-о = Yo 
“о = Уо. 

标记 出 坐标 是 (z6, Yo) 的 点 Мо, 再 过 着 点 引出 一 个 方向 MoTo. 使 它 的 斜率 是 у= 
tga=y; (№ 16 )。 

由 方程 (45) 和 给 出 对 腹 的 值 ВЕК. ERR М.С, EERIE MoTo ПЕК. 
Но; 再 以 点 O, ЖИ 心 ,已 。 BEMARK MaMo ` | 

TAREE REENE ИЕ MoCo 的 方向 要 由 R, 的 符号 来 确定 。 例 如 , 若 开 ,<0， 
ДУ M, 移动 到 M, 时 ,应 和 当 是 顺 甸 针 方向 (图 16 )。 设 点 M, 的 坐标 是 (x1,y1), 所 
НЕЛЕ А M МАЯ M IT, 的 斜率 是 tg a1。 由 方程 (15) 又 输出 对 应 的 值 R—R,, {Е#@ 
РЕ М.С Е, MERR М.Т, 也 就 是 在 村 各 МОЕ, М.С, 的 方向 由 已， 
的 符号 来 确定 。 再 以 点 C1 ДИ», Е, 篇 咎 径 , 作 不 大 的 图 红 M, Mao {ёр M, 一 样 НА 
点 .2 由 方程 (15 ) 可 以 得 到 值 R 二 Rs, ВЕР М,С, ЖА Ra, НЕЕ. 

篇 了 用 上述 方 法 作 图 ,我 们 用 一 根 赴 尺 , 它 的 -一端 有 个 插 货 笔 的 洞 。 由 过 小 洞 沿 直 尺 有 
一 条 作 好 分 度 的 将 入 ,用 以 量 出 R 的 值 , 温 有 一 个 不 大 的 三 脚 器 ， 它 的 一 向 脚 放 在 关 站 税 上 上 
HEJ КҮЙ, ЗАРЕ E. а У БН R уН за ав. 
Ва М,, M, $R RATUR E AR E ВЕ R # 
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ааа l ын i, l l l, ЕВЕ ВИНЕ 


RERI FU 12 05 AERE PI ARB НН ИЖ ЕЛШДЕ 2 ЗА 
ЖУ ВЈ 9 ЕРИ Л ҮЕДЕ BEE У 以 外 ,我 们 还 引入 一 个 未 知 男 数 2=9'. В, И 
АЖ в (12), 我 们 每 到 南 个 未 知 为数 YY ВН z 的 南 个 一 级 方程 的 方程 租 : 


ау _ 

(16) в” 

dz _ 

== (>, У, 2). 


ЕПН {БЕЛЕ ЕАН КИ ПШ Е Jy patu; 


d 
(17) += = g (z, у, 2), 
dz 
-p 7 S (4% У, z) 


的 一 般 情 形 的 方法 。 

ЖЕ с КАНАВ, уже АРСЕН 
УКЕН ¿r 1149, 

在 OX MERRE ОР, 等 让 单位 县 MEMM By ЕСТ) ВБ TEL AES 
ERIA Лох, 0,2) Ий 9(х, y, ж) ИЕН A TEB Ы z, у, z ВН ВЕЖЕ), 
GE OP МЕ ЕЮ 5 f(m,u,2) DL g(r, у, 2) 的 尺度 的 单位 县 。 

Е 1Т УЕ ИЙЛЕНЕТ 

y | = Yp, 


ғ = r0 


w 


z | = УКН 
t=2%0 0 


ТЕҢ fE В 2478 OF ай-й 
Ё: 


RLE ERRAI (10.40) 与 (mozo) 
ПОТ Мо Е Мо TRAER A, 
ПОВ, 各 等 於 g(zo, Зо, 20) M (то, о, 
Zo), РА, М PB, Jj 6 2289 В 
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g(zo, Yos 20) 与 了 (zo, Уо, zo)， 於 是 推出 未 知 积分 曲 穆 在 初始 点 Mo。 与 No 的 方向 。 
НИЗ ЯР" M.M, 与 NoN 1 各 平行 从 PA, 与 PB。, ИНЕТ КАМ, 
与 Ni。 ЕЖЕН M, ММ, 的 坐标 各 起 (жү, y) M (r, z) ПЕН ЕН Ол, m 
ОВ, ФЕ} р(х, Ул, 21) W f(z;, ма, ?1)o 
由 点 М, 与 Ni GR М, М, В N,N,, 各 平行 大 PA, 与 PB1, MAER z—m, 交 
於 点 М, R Nao ЖДЕТ, НЯНЯ MoM Ma R NN: Na, 它们 输出 未 


AEREE Y12227 


在 方程 组 (16) 的 情形 下 ， g( z, у, ЗЕЕ 4, PRERNA ЖЕ ЕВ. 


ER 


T, ЕВЕ ЖИ У ВАЕ Е, 


若 徽 分 方程 的 形状 如 


y” = f (z) + fally) t fayo 


ХЕТАЛ A ЕН ВИДЕ ЕЕ, ЗЕ bk) Ro 


ЖЕ: 
ЧУ = 
dæ 


42 = ра) Гу) fale). 
ATRAER REHAN, В 
А,» ШГ. 的 图 形 ， 我 们 只 要 把 
对 麻 於 滴 当 选择 的 横 坐 标 т, y, z 
ШИЙ. , 38 = IE ih ЛЕ Ж НЕ Н 
加 ， 就 确定 出 (5, у, 2) 的 值 。 
上 述 的 方法 也 可 以 详 用 从 具有 
n 个 未 知 画 数 的 ”个 一 般 方 程 的 方 
程 粗 。 注 意 ,有 时 篇 了 方便 ,我 们 如 
ОРША ЖЕН 002, y, z EN 
f(m,z,z) НИ, ЖЕ 
取 , 而 由 ОУ 8-5 — О, 起 取 。 
НЕД Tip НН 
EL PA, РВ... ЕН, 


ЕЕ 


18. 
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图 18 上 小 示 出 方程 (9) 的 满足 初始 条 件 (10) 的 解 的 作法 。 
15. HE y” =S) НЕ у =S) 直接 推广 , 就 有 方程 
(18) (2) = (х). 
我 们 先 求 方程 (18) 的 一 般 积分 的 公式 。 设 2 (2) 是 方程 (18) 的 任何 一 
ЕД ME 
(19) ут“? у=} (ш). 
KETAS HIAR 2 ВЕК у: 
(20) u= (2) +z. 
КА 77—018), ЗЈ-— А 2 的 方程 
ут"? +290 = f(x), 
根据 恒等式 (19) 
25"? =0. 
图 数 z 的 n ВЫ ЕЕК, MARR z 是 具有 任意 常 傈 数 的 
(%—1)Ж ЗЫЛ 
=СО,+ ба. +C, "T, 
HERAA )#B H Jy FPa( 8) ЕУР 
у= (2) С©л+ С. T+ +O, "1, 
Е, РЖЕВ) RER ея ОЕ ЕТ — ИШЕ 
ЕЕ ЛЕА. 
如 此 ， 恕 只 剩 下 要 求 方程 (18 ) 的 任何 一 个 特殊 解 。 我 们 找 斑 足下 
歼 雳 人 鲍 始 条件 的 解 
(21) У 1==а, =0} 
У l sp =O; 
A РЕ 0 


由 方程 (18) 逐 项 求 由 zo ВЕ z 的 积分 ,就 得 到 : 
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yad —уй— = | у(х)ах, 
0 


其 中 ут? В z— m 时 у" 的 值 。 
根据 人 条件 (21) 中 最 后 一 个 Vi =0, 我 们 就 有 : | 
y" =| fGa)dz. 


上 式 右 小 再 对 z 求 积 分 ,由 下 限 zo 到 上 限 z, 就 得 到 yy ;如 此 
作 下 法 ,直到 求 % 次 积分 , 就 得 到 未 知 档 数 y. НАНА Е: 


(22) у= | dx [ах а мы 


RAHATA Е п ВОЛНА Bl— X 82F2F 34 
ОША АУРУ AAA LI, 126]: 


y (x) = Yo (х— х,) 2%- о в n ИИ .十 
+ (x — ху) (л ы + ту — Ti Í (x — E ym (£) dt, 


其 中 Y, Yo yo сз YTO RBR t= z Ку у НЕНИН П РВ 
ER t R. ЕЕЕ (21) 

р Чо = о = о … =y TP =0, 
再 根据 微分 方程 (18) у? (у= (0), ИА ЕВА 


(23) = Ou 


HE, 258023 4612 T P3S(18)8538 R ЖЕЛЕ RODAR на, 


д 
Di 


ии моря 


它 答 出 了 7? лол. 

由 解 (23) 加 上 有 共有 任意 常 傈 数 的 4 一 1) 次 多 不 式 ， 就 得 到 方程 
(18) 的 一 般 积 分 。 和 注意 ,在 公式 (23) 的 右 沉 ,3 出 现 作 积 分 上 限 ， 而 又 
出 更 在 积分 号 下 。 作 积分 上 是 半 t 作 的 ,所 雇 过 时 2 ЖЕШ» НЕ. 
党 n= 工时 公式 (23) 是 正确 的 , 只 须 算 作 О! =1„ 

16. 梁 的 营 曲 “考虑 在 韦 征 分 伤 的 外 力 (重力 、 总 碟 ) 以 及 集中 的 外 力作 用 下 ,弹性 午 形 
АН ЖОР 

PREM ARE TENEN ЗВАНИЕ OX h, ОУ 轴 合 相向 下 (图 19)。 梁 上 的 作 朋 
ЭЭЙ TEREE ЖЫРДА ПИЛ АНЕ z 的 断面 N. 

用 2 йан Жей ЕДИ . R ЗОРИН Pez, PEL зр ЕВА ТЕНИ 
ЕЕ ЖЕНА ОХ, ОУ РИБК, ВАН, ЕО 
的 一 部 分 ,或 是 入 左边 的 -~ 部 分 ,或 是 М ЯНИЕ M(z) №, НН 
等 走 所 有 作用 在 截取 的 一 部 分 上 的 外 力 对 从 断面 N аж, Н. ЖЛЕ 
Зв ETEA EAEN, WA, ЕЛЕНЕ ERIE. BRR 
НЕНУЕ 


(24) Z= М(=), 


Erp E РЕВ, 1 SEP ИЕ НЕ НН ЛЕ ВЕ 
О-В ñ. Їп Н РНЕ ЕЈ Е ОХ 轴 姜 的 很 汗 , 就 可 以 把 R ИЗ 
зб LI, 71] tiy 的 二 次 项 格 去 


y y 


代入 到 方程 (34 )rh ,就 得 到 
| „_ М(х) 
(25) # и 


H E КАТЕЛЕР ИН Е В), KFR 
Р. Pu (И 19 上 的 情形 , Род); ПЕВ 
БЕВА 7066, 其 力 短 我 位 记 作 М. 与 М. 
对 於 座 的 单位 县 度 来 语 ， 连 和 浪人 分 入 的 页 载 记 作 
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fæ). 
我 们 计算 作用 在 深 的 NL ЗЕ К LAE. KHAL £ ВИЕ — 81. 
元 d£, 8 987 РИН f (t)dt, ES N И: 
/ (#—2) /(Е)4&, 
而 逮 一 部 分 于 的 所有 的 站 载 的 全 部 力 徐 就 是 : 


I 
[@-5)у@)&. 


加 上 力 志 的 力 旦 (一 2) ЖЭИЕ) Mi, 就 得 划 : 


I 
(26) мо) = | @— )/®@&+@— P+ Me 
在 上 述 因 其 符 哎 的 条件 下 ,再 寻常 作用 在 深 的 ON 一 部 分 的 所 有 的 外 力 的 力 和 给 之 和 ,就 
得 到 : 
(27) мо = | (0700) 4+ Р М,. 
Ü 


ДУЗЕ ЗЕ ЕН ua PN kit tat q ki Ау WE L 8 


! х 
[e-o d + ü — x) P, + M, = {6979 dt + хР, + М, э 


АЖ: 
| 


1 
||” (š) d + Pa + р | [аа м+м, |=% 
Ü | 
但 是 遵 个 等 式 可 以 由 下 列 等 式 直 接 推出 来 : 


н 
(25) [ле а+Рь+Р 0. 
Q 


(29) paa 
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Н.З ЗЕНА НЕВЕ ЕН Яя, ЗАРИ НЕ O В 
ВЖЕ нА Fo 
ШКО ЛЛК, [15], 根据 (27), 可 以 窟 成， 


(30) м(ху= фах фло) аР, Mo 
由 此 0 О 

| dM {x} _ 
(31) A =509= | (EdE + P, 
(32) MO) f uw). 


ах? 


ОЕ ЧУЧЕЛА 之 左 的 外 力 之 和 , 它 时 做 在 点 N 的 独 切 力 。 方 程 (31) 
ЕА ЕЙ 

жг (З2) а, УНО MCa), ФАННИ) ЖА S (a), ERRIO) 
有 相同 的 形状 。 过 一 点 对 基因 解 部 力 掌 的 各 种 构图 都 是 很 重要 的 。 

ОЛІ. К, АО О 紧 聚 的 固定 住 , ЕР 受 有 集中 的 俩 直 的 力 己 (图 
20); 吉 个 这 的 重量 可 以 忽略 不 计 。 在 冰 情 形 下 ,我 俏 | 


я: | -p 
f(z)=0; Рг=Р; РИИ ҳ 


Mi=0; М(5)=(1-=)Р;, р 
不 衡 方程 (25 ) 就 是 : l 
= (1-а) р 
ЕШ р 6 00, ЕНЕМЕ, MARR 4 
ЧОН ИЗЕБЕЛ) ЖЕЛЕ а OX MES, ЖОЙ, 具有 8 
АЕ: 
У 2.020 ЩУ | ,. 0, 
H kok [15]: 
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深 的 另 一 病 工 的 弛 重度 由 公式 
х _ 一 入 | 
# Шо 

пй O НАУКА ЛЕН. Е, ERRET, ЗИ, ПН. 

Mi=0, BEA) 29) 9 
R= P= P (МЕЖ); М,=1Р, (ДЕЯНИЯ) 

2 . 设 有 一 个 杭 , 一 过 在 雨 个 支点 4 B В КН, 35 ВЕН НЕ Wk R Е 
才 点 相 讶 (天), 求 半 个 多 曲 视 形成 的 曲 粮 (图 21)。 慎 时 ,作用 在 查 上 的 力 计 有 : 1) ER fi 
的 液体 奈 力 ，2) 在 支点 的 反作用 力 。 

设 ? 是 棍 的 宽度 , р 是 单位 体积 的 液 朵 的 重量 ,在 液 面 下 深度 
ій, RB dr, Вала — е EEA JI 0% 
АЕ НАЕ ЗЕ E ВЕС E E ESL W dt 58 
АРЕНЕ ВЕ ,就 是 


| р-6. 42-х = kz dz (В=р5). 
所 以 ‚ДЕЙ Е. 705) =, 
ЖЕ ЕЛЬ — П ИЕН ТРЕ И ERR AE, BEA ERS ffi 
МУН (т) ЕЁ 2 的 作用 。 
先 计算 支点 的 所 有 的 反作用 力 Ро МР, ВАМ 


依照 椰 杏 的 普通 原理 ,由 小 单元 的 以 载 b: dt 可 以 得 到 在 支点 0 与 工 的 肥 作 用力 : 


60—40) _ ki 
оО 奥 - Ud 


Ë 2 
t — kI? і РИН: = да. 一 一 一 中. 


м 第 微分 方程 5!) 
由 公式 (36), 就 有 
! l ° 
м) = |e- она op =r e-on 
: Y 
= = (s — E). 
ДЗ ИШАНИ Н Ж УЖЕ 25 ) 就 是 
и_ Ж 
(35) y =бру (2° — х), 
HAHEI 
(34) Yİ 202205 Y] 22; =0. 
ЮЕ 
k fx B L 
у= 6157-6 十 Сух 十 С, J. 
由 人 条件 (34 ЕЕ ЕО, ВС, : 
C, =0; C = is, 
i 60 
ВЕН: 
k 
y= 350 РЇ (Зх — 10/® xš 十 ЇЇ x). 
— f a Y сүа i 
(3 — 108 + 7). (O == £ =ç 1). 


= 027 ТП 


ERCOLA: ШЙ АИГ 
J50 — 30° + 7 


И i —2] 2 re == 0.519.. 
ЕЕ y 的 袖 大 值 。 


如 此 ,最 大 的 喜 曲 度 不 在 中 点 ,而 是 靠近 工 -一端 。 最 大 性 曲 度 就 是 


只 有 一 个 根 : 
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РР 
— 1063 + 100) еее ` 2,348 == гур 2,348. 


== = Е А 
у асо " 


17. AR HIERAR RMH REKID FEP A FR AEE o 
1. пир ане КЕМЕ тен Поу. 
Ф( z, я“. YERD эө, y"? )=0. 

引用 新 西数 =y, ЕВ PIE ЕЕ: 
P(w, g, 2, --., ZO) =0, 
EOR HIS Е y FERI — Ap: 
i = — ф( ж, Cis Cs, с» Сак), 
у 由 方程 | 
ыш =ф(, Ст, С», с» Са) 
ЖЕЕ зв Hy ERE [15] PERA EA T o 
э. ВЕРНЫЕ z, MEILH RRA TIEK: 
ËY, 2 1 у’, с» <") =0, 
НХ УНП РУ, 
算 作 2 деу BRR ИЗ У Н z, КЕ НВК 
Е НИ ЗЕ Ж у З z 的 各 向 微 商 的 天 过 式 : 


Е )5 ("257+ ^ 


ш Ж ЖЩ, ЗНАЕТЕ MARAN — 1) ИЖЕ У. 
ЗА НЕ [B321042 FE: 
DPD= PY, Ci, ©, =, С,-1), 
Mi) K Ein Jy eR РЯДЕ Ж 


и мое 6T 


dy = pdr = PY, Ci, Со, ++, С, dz, 
的 积分 ,由 此 


dy 
_ _ ee 人 
\ (2,601,063, ЕЕ. С»-1) ы 


上 式 中 ,任意 常数 之 一 С, 是 加 到 % EAS, Br EAR AFAT 
КОХ м. 
3. 177 
@ (2, у, у, , 9"? ) =0 
Е у, у, с, у? НЕКИЕ, НИКА 


ge 


用 新 画 数 uz%) RRE у, 就 可 以 得 到 一 个 关於 “ AC — 1) УЖ. E 
ЖЕҢ 


yed у" = eJ“ (u! 10); a 


ПОСЛ арий, ОГНИ e ШЕКЕ, 
ЗЕРЕН ЗАВЕТ, ЛЕ e MERI PERRE E 
y ТЕЗЕ 86, 

# 1. 有 具有 形状 
(35) у" = fiy) 
Е А ЕН ШИГЫ ti РН Жр) oy dz =od; 

оу y” аз = 2f( y)dy. 
显然 , 左 四 是 ?的 微分 ,求生 分 就 得 天 |: 


y 
бв) == | 270) 09 +C =. ВС, ви = УЛО С 


Уо 


ПАИ, Н, ЯЗВ: 
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=——— a — x == L. 


y 
dy 
37 — ° 
е бте улт 1 


PHRA D tuhe ft 


= * t 1 === * 
Ушло 209 Y | ро = 0» 


则 把 =, усу. у У. 代入 (86) 与 (37) 由 ,就 得 到 : 
C=yo”  С„=—„, 


x x Í dy 
— Xo > * 
J V уч 


айп ОХ ЗЕ EIH E KAJ Кж) ВЕН, 581477 A KENE БАНИ о ВИНЫ 
分 方程 就 是 [13j: 


ЕЖА: 


ах 


ВЕ 1—0 Бу, АНЕЛ ta e PP ИПЛЕ ЕЛЕ ДЕ ze Ей vo 


dx 


& = X, — — 
И > dt о i 


Е PRD AEI: 


oo baf] —+ m= {вка (1 т) 一 Jret = 


x 
ЕВ 02) славутае, MBA Е j F (z) ах | 代表 它 的 
хо 
Е И E38) hA di, IRE 
分 ,就 得 到 + 与 = 之 癌 的 天保 。 
2. 若 当 腔 内 曲 时 弛 重度 相当 大 ， 就 不 能 用 二 级 微 商 y” 来 作曲 率 了 [16], Е ВК Т 
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——— = чус сла} 


з (95), ЇР ЖЕ PRES (24) ињ, ЖЫН ИШЕ ГЕТЕ ЗИ ПА ОАА: ЖАНА, ИЩ 
N P ka ЧЕ EP 65 C MI ЖА 


[39) 0) 


站 个 方程 是 一 个 二 级 微分 方程 


y" 
(1 十 了 ) 
引用 ру’, 就 得 到 一 个 可 分 见 炙 量 的 一 新 微分 方程 。 


= ç (х). 


dp 
ар е 


ЖЕ. Н: 


р -f 
= | ?dr C, 
l 2 
Мір Е 
由 此 


| е6) dx -+ G: 


d = 
(40) p= = 2 = = ф(х), 


[ос] 


^0 


ЙА: 


у= | 94+ 6 


ЗЕНА — 2—0 紧 紧 的 回 定 住 ПП 7 = АНАУ Б. RARA [ 161: 


М(ж®)у=(1—)\Р; = 20 (1—5) (k= Er): 


J RE WA as 


э = 
agy yT Ala 
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Анани: 
Yi 2.0202 У 1,00. 
在 公式 (名) 中 ,让 2, =0, ЖЕ КЕРЕ РЕН УВ ИРЕ, ВИО ИЧЕ С.=0, КЕ 
ERE ЖОНЕ T RI: 


ри 


че = = I =E TIC ИЙ =@ SË 
== ~= x) d 
р 1 = х) x | 


x (21 — х) 


-i 


再 求 一 次 积分 赣 利 用 氏 件 y| „_„=0, ЖЖ э: 


(41) | y=k Í — . x (21 — x) 


d x. 
Vi 
上 面 写 的 坦 个 积分 不 能 用 利 等 西数 来 卖 潜 。 对 麻 认 方程 (41 RU URREA. 
з. жу: 
ms" = (y— sy)’, 
它 的 两 四 是 2, у” Bulk ata P Sk. 5| НЕНА 


j ade 

y =e , 

就 得 省 
(uw tu?) = (1 x), 
НЕХ u ВУЗЕ а: 
“+u == 1 0, 
= 2 

求 积 分 ,就 得 到 : 


Ww) +m)=C 2+, 


RAF y 的 通过 + Зи: 
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у=е- Сух higec 
-4 
у == Celit ， 


其 中 我 们 用 C, T-O ЕВ Cs =6°. 
18. 党 微分 方程 组 АЖ n Иж п RDE Е 
НАДЕ HI TEK W PJ IAEA Е : 
= f, (x, yr. Уз, ...,. Уд) 


(42) de Th (x, Уз» Уз, . 50 н) 


ооо фо 9 -. Á. 


像 一 个 方程 的 情形 一 檬 ,也 有 存在 僵 孜 一 定理 : 若 画 数 

Са, ул, Уз, сс, Yn) (%=1,9, =, n) 
m T= t, Yi=y №, ДАЛЕЕ ES., MERR, HEF 7: 
ВОЗЕТЕ ОТЧ, BJ$HE( 4216506 E ЯЛЕ Е 


(43) Уез =Y 1; аа У. Yn) =s == yB. 


的 解 
Yi = 0:(2) 

必 有 一 个 而 且 偿 有 一 咎 存在 。 

我 们 可 以 改 柳 初 始 休 件 中 225) МИ, 所 以 粗 (42) 的 一 般 解 含有 
个 任意 常数 。 融 些 任 意 常 数 也 可 能 不 是 作 篇 初 值 у‹°? 在 解 中 出 更, 而 
是 黄 一 般 的 形式 出 现 : 
(44) Yi=pi (z, C1, С, On) (i= 1,2,.…,n%). 

答 常 数 Ст, 0s,…, Cn 以 确定 的 数 备 ,就 得 到 和 粗 (42 ) 的 特殊 解 。 篇 
要 由 带 一 族 中 挑 轴 满足 初始 条件 (43) 的 解 , 就 需要 由 方程 
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(441) YEO = фо, Ci, ©», ---, Cn) (8==1, 2, n) 
求 出 任意 常数 的 值 ,再 把 运 些 值 代入 到 公式 (44) 中 。 

由 等 起 (44) 中 解 出 任意 常数 ， 就 得 到 方程 组 的 一 般 解 的 下 面 形 状 
的 公式 : 
(45) Ф:(%, Ул, Уз, с, ул) =C: (2=1,2, --, J 
过 里 重要 的 是 要 有 由 方程 (45) 可 以 解 出 Yi Yo，… , Yr 来。 方程 (和) 中 的 
每 一 个 时 做 租 (42) 的 一 个 积分 ,於是 ,篇 要 作成 租 (42) 的 一 - 般 积 东 ， 需 
ж НААН ИО n 个 过 檬 的 积分 ， 才 能 由 等 式 (45) 解 出 уз, уз. с, Yn 
%. 

ВИ АГУЛ (42) 55206 ЕА АЈДА 


ау; —  _ D 和 
(48). а ууну = Ууу У) 
тыы Aa 
в, = f (X, Vi, Уз * Val” 


| ЖВНЕ БЕЗДЕ Е — ПАА ЈАЈА 7, Е АНА 
2—7, ШЕ Y, у, у», с, Уу» К-СТ Не, ЖЫН H 
“ЕЗ mi, Zo, ---, Зи ров РЕЖЕ р, 微分 方程 组 (42) 就 可 以 写成 下 面 


- dx dx 
(47) Ях dx: ` — 1318 n+ ! 
Xx, Xa Ап Р, 


其 中 Ху, Xa, … Xn, Xori АНА mi, 2, ,zw оза Во ЗЕ 
HOVER (АТИЛА ЗАЗА ЕН Г, e 
别 是 ， 当 万 程 粗 写成 (47 ВРЕДЕ ЛЕЙ ЖИН, Б (n+1) 个 多 量 
21, 208, 555, Фа, ara 中 , 那 一 个 算 作 自 狠 量 。 在 新 的 记号 下 ,方程 组 (45) 
的 积分 是 : 

(48) Ф:(21, 2, y Bati) = O, (一 1 2, n). 


с 常 微分 方程 07 


合 讨 解 (447) 中 任意 和 芝 数 的 数目 上 时， 上 要紧 的 是 要 使 得 任意 常数 的 数 

日 不 可 能 减少 。 例 如 ,在 公式 
11 = (Cit Cajt +03 У = Оза? 23 一 2 十 人 3 十 Ci 十 Cs 

FP, АМЕР НИНА, КАНЕ C Со = C Яд. 公式 (44) 
”就 不 可 能 是 记 榜 的 ,而 它 确 是 方程 组 的 一 般 积 修 ; 过 是 因 篇 ,我 们 可 以 
Яй ДҮ ЗЕЕ ль ВИНЕ ЕАН ЖА; 吏 是 说 ， 闭 锥 任何 遗 定 的 
RARR Dk AH Ci C:,…, С, Ж. ЖМЕМ Е 
(АРНЕ y) - ir aB о 

Ja edi L r ЛАЯ: W Jy ЖЕНЕН?» S 2 CAT) kiN 
种 分 
(49) Pil Ti, Be, t, Фа) =C (2= 1,9, --., К). 

УЗЛА НОНУ Н АЈА (49), ПН BJ K Ж 
Pili, Ba, +++, Хан), лел. Е ЕН ЧЕК АНИ Фу, ж, 
+, Vxt1) A, CARA ЕЕ, ВЕ НИНЕ УЕ АЈАЗ. 过 自觉 然 算 
作 Ф (201,05, t, Gari) АА, ARR Skate EAS БЕП) › 38 8 H; 
数 的 值 也 能 够 古 随 全 的 (任意 常数 )。 车 由 等 式 (49) 左 边 的 Ф: 作成 一 
IMEE RK E Pi, Pe, Pk)， 盎 匣 用 方程 组 的 任何 解 代 人 到 所 有 
у Pi PRF 运 新 函数 成 篇 常数 ,就 是 说 ,由 积分 (49) 可 以 得 到 方程 组 的 
积分 : 
(50) РФ, Ф, --.,Фь)=С, 
其 中 三 是 Фа ИЕН Moma: J ЕА ВО ЗЕЯ 86 (£ = 
Варе. ВИРА Е РАУ, jEOF4F5E 
ЖТА) Не, 

设 有 方程 租 (47) 的 % 个 积分 (48), 车 由 等 式 (48) НУН sx 
Ti, 09, 1, Gari IPAS п ИЖ, ДЕ п INRA FBLIKASESS АО. НЕЕ 
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— В ру n [И Р › ШӘЛЕ И ААА, НОЕ, 
PEE TBE 0 ДХ a SA Е > Jy КЕНИЯ п ARER ROR 
(48) P ED EMARE PARAM, ERRATAS) ВЕРЫ 
Ik EME PRAAT RENER, h HERH 
RER HEA ЕЕ Pi 来 讲 , 没 有 任何 的 关 傈 式 
P Pi, Po, Pr)=0 

存在 ,使 得 它 是 关於 Li, 00, зз, Lari 的 恒等式 。 

以 前 我 们 浸 有 请 过 任何 的 判别 法 ， 用 及 刊 定 毯 分 (48) 是 无 转 的 积分 。 考 语 ”一 2 的 情 
ж: 
(51) Pil Tr To Bg) =C; Palt Tata) =La. 

MERRE ВСЕ (І, 159], TUAE ЖБИ ss 8 z,, РЖ 
RER 


9$: 29. _ 9$, 09; 


А 109199) 8%, дж„ д5, дж,» 
АЕ z, v: Вл, =, WA ИН ИЕ $9, 817, КНЕУ, 
FAR RIO ЕВЕ ЗЕ Н УБЕ iy ВЕ: 


А д PoPa) РАСХ ), Аж, (Ф,,9») 


з ПЛЕ ЕЕ Ж= rH ЕЕЕ Ж. ШУУ {Р [ШӘ ВЕН р СВЕ ВЕ а) ТИШ 
19. 9 1. 考 咸 方程 租 : 


dæ _ dy _ dz 
由 方程 
ах _ dy 
д у 


中 消去 >， 得 到 一 个 分 雌 缀 量 的 方程 , 求 积分 ,就 得 到 : 
lg 二 1gy 一 CO， 就 是 ig% =0, 


ШНЕК 


再 看 址 和 组 中 的 第 二 个 方程 


ах dz 


L 
=— 


az (аа Fy Y 
利用 已 经 求 得 的 积分 9 一 Ciz, 代入 到 上 式 中 , WET, WEN: 


ах dz 


== =: —* Е 2 dz=0. 


求生 分 ,就 有 
(1-++С? w° +zt =O, 


或 代入 以 C1 二 *， 就 得 到 吉方 程 粗 的 第 二 个 积分 : 


mt +y’ +t =С., 


AE, RIRA R EL SR ahi TH 
(53) 2 =0,; v? Ну? +22 6. 


2. 在 已 知 力 的 作用 下 ,质量 备 m ВУИ Е EDORAS AEAN: 


d's _ 


. „y 
ET 


из = E т 42 =. 


(54) a HE 
дэр X, Y, Z 篇 力 在 各 坐 醒 轴 上 的 投影 ,它们 依 灶 认 时间， 质点 的 位 置 以 及 它 的 速度 ,就 是 
wH $, x, 1,2, =, У, А 

引入 新 的 未 知 画 数 一 “z, УМЕ Н ©, "с ИС 54 у 508-5 
程 的 方程 租 : 


GZ y dy ‚. dz 证 ах 
a `° dt dt 


dt ш TI а> "ш 
过 个 租 的 一般 解 合 有 六 个 任意 常数 ,篇 要 确定 它们 , EE A ТЕШЕ ЛЕ KREA ВЫ 
及 其 速度 。 
由 等 式 (54) 推 出 下 面 三 个 等 式 : 


Ш 三 > | P= x 1 
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m Í уу }=У7— zY 
m [z x |= zX —<Z 
n (р у) = —х, 
ЖЕВАЛ: 
я-а 
(55) а п(2 42—92) = 2Х — xZ 
i 2. m(x -y )= ху УХ. 


EHEH ААВ ЛЕНЕ B) EARS mM- ES a АИ н, 我 们 取 它 作 举 郴 
Ао ЕВЕ DUE ВУ НВК Е Но, ДЕВА НОА Т, НВ Ара 24: gs a 
пр ЕА (2,0,2), RERA: 


3 
z 


ХІ ҮА: 
л y 
於是 等 式 (55) 的 右 中 成 篇 等 ,我们 就 得 到 (54) 的 三 个 积分 笠 : 
з 42 dy) д. ах 42 \ _ p. ау ах\ _ 
бон) (о 6) сс во, 


Hi 55138 „РЕ НОЕ А рар НЕ ШЕГИ BA 8) SEBE о 
由 等 式 (56) 推 出 : 
C12 十 Ca 十 Caz 一 0 
由 此 看 出 MAETH MR. EMANE. BA AoA AEEA ak 
БЕ [Р] ВЕНЕ о 
现在 设 X, У, Z 是 革 一 个 依赖 於 z, у, 2 PRR U Жо ВО ВСЕ) 
Ш, С — U )m, W Eki 22%BË : 


_ 90. _ ðU. _ ðU 
L= у: Z= 


把 方程 
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ах _ ðU, Фу 00. аз 90 
а Ox’ Па 


#3RJL dridi, dyjdt, dzjdt, H ЛИНЕ: 


(2: dx , ду dy , dz гү dU 
ата а ағ ` ‘а )= dt,” 
或 
а т Г/ах\? dy \? 42 dU 
z [(®) +(#) +(й) = 
由 此 得 到 积分 | 
其 中 
т [ [іх dy \? 42 \2 1 
= [(ш) H) +(ш) |= т 
是 点 的 动能 。 


等 式 (57) 表 过 出 ,在 有 运动 的 全 郝 时 间 中 , pb Ba Baat япа 
3. ан п ЕАН па ”个 点 是 彼此 相连 歼 闭 的 ， 其 中 任何 一 点 的 位 置 可 以 由 
ЖП ЖШ gl, 9», … gx 以 及 时 间 上 来 确定 : 
T= Pili Jer ``, h, t) 
(58) = 91,9», bk. 1); ($=1,2, …, n) 
25=(4( 91,92, `4, Qk t). 
BEMER 42-166) ВЫ U, 它 只 依 辑 长 点 的 坐标 ,於是 作用 在 第 宇 个 点 上 的 力 
在 举 标 机 上 的 投影 Xi Yi, Zi 就 各 篇 口 对 m;, Yi zi ТШШ» В ољ, ть, , ma В n 
ВУИ Ще HAFA) ЖИП ВГ 1383062588 9,,9，。，，…, q; ЖЕ 


>| йу, (2) | 
Г 二 Sel (3) Ha) |, 
ЯКЕ О, li B ih 3 Rr ЖЕДЕ) ПНЕ НУ ЖЕЛЕ: 


TA 2-02) or 90 


— | — -— = — о 2. 7 
dge! 99: 08; 


Р.Н ТАФ ВЕГА i o кан, (59) k 个 二 
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级 方程 组 成 , 它 相 党 从 26 个 -- 级 方程 ; 求 方程 (59) 的 积分 ,就 得 到 ар HRE, 它 个 是 里 
МЕДА 26 个 任意 常数 的 画 数 。 | 

毁 方 程 (58) 中 不 含有 世 ТО 出 就 不 含有 УБЕ 22, 92，… 
再 由 加 ,就 得 到 : 


h № 
= |, ogs Ф 


$ — 1 


注意 ,下 面 站 等 式 颖 然 成 立 : 


Ф 
È В 
а) Ў dog- Yit- Yag 


ЖЖ 人 是 qs ВИК АЛДАН „ЦЕ ЛАЛ р ЖОАН ESE [ 164]: 


Ja =27 
$ == 1 9; 
由 此 
k k 
Ya, = oT ‚ОТ „41 dT ат 
ic )- зд ^^ ar 
$ == 1 ш 94; | 5 == 1 Ts 
8:060) 8: 
ат _ dU 
d а? 


由 此 得 到 方程 址 (59) 的 积分 (活力 的 积分 ): 
T-U=0., 
4， 在 草 些 情形 下 ЕЖЕЛИ, НАЯ, МУЗЕЯМИ НХ, 
ЖЕ НУЛУ ЈАРАТ Е ТАЈ о ЧЕТО ARRA ARA GAT BRER” RER 
考虑 满足 下 列 微分 方程 硼 的 三 个 未 知 画 数 z, у, z 的 情形 Y); 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


1) 在 一 个 质点 的 运动 情形 中 ,有 六 个 未 知 珊 数 。 
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其 中 X, Ү,2 ж ж, yz, t НОЖ, 
(62) 2 二 3 一 5 二 0 
во 

ЗАВР, те СӨТ АНЯ ЖИП 62 ) E ИЕК Т» WRABER є, 
Amb — n 存在 ,使 得 只 机 
(83) Зо |, 190! 与 |Zo | < т, 
HJR LE t tE E 

| ,- 6 2 Y| ,. Уо, #|,_„=—® 


BJ Jy Ra б1 Н > 0 RRA 


(64) |21, |у| R 12| <e, 

Зе PA ELR 62) A T ER ЛЕ Во 
AFER 61 ).А. А 

(65) х, у,2)=0, 


ETRA t ЕН 和 = 了 二 2 二 0 时 ,图 数 X, y, z) EKEREN E. ВЕН Е 
"Ж.Ж eE. ҖЕНЕ, ву о с 的 符号 ,我 们 就 可 以 算 作 8 АБЕЛ ар 
加 到 р-р ЖЕЕ ПИ БЕ ERRE. 

如 此 ， 在 点 3 一 2 三 2 一 0， 国 数 ФОТ ХЧ ППТ НСО, 0, 0) 足 锡 近 的 所 有 的 点 (2z, у, z), E 
路 数 是 正 的 。 在 坐标 原点 附近 , 作 一 个 立方 体 5, ЗЕЛЕНЫХ, ВЕ 2e ВУ 
RUE EBR Sk EEI Уд ы Я] ПЕРУ hf m, 所 以 在 党 个 这 表面 上 
{66 ; pm>0. 

现在 在 仅 标 记 点 附近 ,再 作 一 个 问心 的 立方 这 5 38 8 20, ЧИЈЕГ НЕЧ, 
(67) «т 
成 立 ; Нл PP BJ, 因 篇 $(0, 0, 0) 一 0。 股 在 起 始 的 时 刻 , 点 (2 у, z) 出 现在 立 力 体 5, 内 ， 
HUERO ВН ӨЗ)» 不 等 式 (67 ) 就 不 仅 是 在 起 始 的 时 刻 成 立 ， 和 而 是 在 有 运 副 的 全 部 时 间 
ис NEET RIRC) ЕВ, p 保持 党 数值 C. 据 此 , 在 运动 的 全 部 时 间 中 ， 点 
(2, у, 2) TRER H JIRE ó, 的 表面 ; 因 乱 在 和 表面 上 不 等 式 (66 ) 成 立 . 而 与 不 等 式 (67 ) tU 
ЖУУАП JS p: Н 2220, ETO ЖЕ Ето 

ВЕ с, у, = 可 能 县 有 任何 克 何 的 或 力学 的 意 闵 ， 只 是 篇 了 计 明 容易 炉 ， 我 们 把 它们 考 
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感 作 点 的 仅 标 。 例 如 ， 设 方程 (59) Т БЕШ TEARS АЛЯ J 5) 58 S р. ЯК 
9:—0(2= 1, 2, ---, В), Ж 


ые, Se | ЖЕ 
да, og, Ggp 
成 立 。 
过 叶 , 方 程 (59) 就 有 很 明显 的 艇 : 
(68) 9:9; =:0, 


ҮНЕР ЕЖЕ ШШ, DAR, HEE 9.50 В АЕ -- 乙 ) 有 具有 极 小 值 , 则 可 以 肯定 ， 
对 从 (68) 的 值 , 差 了 一 0 ВАЖЕН, ARE T SAE ПЕЖО, ЗАЛЫ T 
也 具有 极 小 值 。 如 此 ,我 们 看 出 ,在 势能 取 极 小 值 的 情形 下 ,对 订 的 平衡 位 置 ， 对 於 量 4 及 
4 来 讲 ,是 稳定 的 ( 拉 格 朝日 一 一 ЖКда), 

20. JEMBARE ЕЖА ВОЕН АНИ 
方程 之 间 的 连 紧 。 例 如 ,车 有 一 个 三 级 微分 方程 : 

y =f, Y, У, у’), 

RRR у= 015 у = 925 Y" =y, ФИИ 08 — У Bu Jy B 


а% _ Фу» _ dys _ 
ат Yay ах = Уз; ат _ J, Yis Y2, Y3) 


来 替代 过 个 三 级 方程 。 
在 L144 中 我 们 已 经 介 故 过 类 似 於 这样 的 奉 换 。 完 全 一 样 的 , 若 有 十 
个 二 条 方 程 的 方程 租 : 


Y =f, Y, Y, 22) 21-а, у, у, 2, Z), 
其 中 y 9с д а ПАН, RART НА ИЕ EMK 
替代 它 。 优 此 需要 引用 四 个 未 知 画 数 : у= 015 Y =Y) 2= 983 2' 一 Yo 
上 面 过 方程 组 就 可 以 写成 下 面 的 形状 : 
1 уа; 5 Os f, (х, уу, Уф Уз Уу 


d 
а = yú 28 ==}, (х, у Уз, Уз Ya) 
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ЖИН БЕЙЛЕ ЙЕН ,一 般 说 来 , 求 方 程 组 的 积 修 可 以 化 篇 求 一 个 高 毅 
方程 的 积 修 。 我 们 只 考虑 三 个 一 般 方 程 的 方程 组 , 解 出 征 商 
Y= E, Ул, Yes 93); 
(69) Ya = oY, Yi, Yes Уз); 
Ys =f T, Yis Yz, Уз) о 
设 第 一 个 方程 含有 ye 解 出 它 来 ,就 得 到 : 
(70) Ys= од1( ©, Y1, Уз, Уз). 
代 久 到 其 他 十 个 方程 中 ,就 有 : 


до до Р дө у до у!" 
s iy! ‚На Коду’ s Ji = (х, yn Yo Уз); 


Y: == Ёз ©, Y1, Ул, Уз). 
把 第 二 个 方程 中 у. 的 表 违 式 代 人 到 第 一 个 方程 中 ,再 解 出 or], 就 
得到 两 个 未 知 函 数 1/з EE. ya ПУР Ил ТЕШ Лу ЖЕЙН: 
(71) уу = Ф(2, ул, у, 313); Y= (2, Yi Yi Уз). 
设 第 一 个 方程 中 含有 уз, ER 


(72) Ys == бдз( %, Ут, Yis Y) 
再 代入 到 (71) 第 二 个 方程 中 ,就 得 到 一 个 y HERED 5 Не. 
(78. yi = FY, Y1, Yis 312. 


[ыш ИШ ЗЕ К H x ЧИ Уу FERITE: 
1 = $( z, Ст, С», Cs). 

KASD ECVP ‚У уз, 青 代 人 到 方程 (70) 中 , 就 得 到 уг, 
无须 再 求 任何 积分 。 若 (71) 的 第 一 个 方程 不 含有 уз, WERE уз 的 一 
个 二 级 方程 , 它 的 一 般 积分 放 合 有 十 个 任意 常数 , 代 人 着 个 一 般 积 分 到 
(71) 的 第 二 个 方程 中 ,就 得 到 уз 的 一 级 方程 。 求 它 的 积分 就 引出 三 个 

任意 常数 。 最 钱 再 由 公式 (70) 确 定 у, WERF RKE То 


76 高 等 ж agg 


21. RHAEADR E ”到 现在 篇 止 ,我 们 考虑 的 微 牙 方程 ， 只 含有 
阔 数 对 一 个 自 楼 量 的 微 商 ,我 们 讨 允 ,着 样 的 方程 时 做 党 微分 方程 。 现 
在 我 们 考虑 央 种 偏 微 分 方程 ， 因 篇 送 些 方程 与 常 微分 方程 租 的 理论 有 


ЕН. 
ЈИЕ Д КРУГЕ САТ) 

г) Е а а 27 
我 们 记得 ,等 式 


Ф(201, Zo, pt) 一 他 
或 非 恒 等 礁 常 数 的 函数 Ф(ал, 22, ty Gara) 和 如果 把 方程 租 (74) 的 任何 
解 代 人 其 中 都 得 到 常数 , 它 束 叫做 这 方程 租 的 积分 。 

ЗИ, e © ЕҢ, Ve, za zol 是 1 的 洲 数 ,它们 是 方程 
CAOR KAERAREN Pt, 00, 5-5, Gari) Н, REE E 
RAR EOE СЛАВЫ Ор, ЖЕН ТН z:, 於是 对 z: 
ВО ДЕ 11, вэ]: 


еа рева. OP due _. 
джу ` Om, da, ' Qm, dm, "``" джу дд =0, 


或 
(75) di 99. he M си 1 dx a =À. 


ЖЕШ ТЫЛУ КЕЛИС ARIMARA, ШО dx, Е А. 的 大 小 成 
ИЯ], EAAS р ЛИКЕ Х. РК, ах,, WAD F ИЛЫ 
P 的 方程 : 


oF дф дф 
М СА 26 мны = 
76) Әз, + А, д2, + ЖА 025.41 
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EE Ф (т, wz， …， на) 应 党 满足 过 个 方程 ,而 与 用 粗 (74) 的 那个 
解 代 人 到 过 范 数 中 和 扰 天 。 但 是 根据 存在 和 与 唯一 定理 中 初始 人 条件 的 任意 
Е Fd DC СТА ) 的 所 有 的 解 , 构 最 2 , To, 56, Bari 就 可 能 取 随 意 的 
П, SK AS ae ЗИ (21, To, 555, Bari) Wao IWE PCT, Yo，…, Dari) 应 党 
古 策 六 足 方程 (76)。 如 此 我 们 得 到 下 面 过 定理 。 

定理 E Ф(,т»,-,ж+1)=С 是 方程 组 (74) ИЗ, НШ 
P Tr 02, t, +1) 应 日 满足 偏 微分 方程 (76)。 

АЎ ЙЕНА E ПИЙ G ДЫ . 

定理 Ж ОФ (2 ж», t, mai) 是 方程 (76) 的 任何 一 个 解 ， 划 
@(21,Zs, Cat) =C 是 方程 租 (74) 的 各 分 。 

РЕ, ДЕТИ P(t 25, ---, Gar) P, 代 人 以 方程 租 (74) 的 任何 
一 个 解 , 骨 求全 微分 


0$ 
ОХ ла 


д д | 
do (x), Xy Хам) = š dxi ә ха... dx, 


+1' 


因 驴 我 们 代 人 了 方程 组 的 解 ,根据 (74)， 可 以 用 成 比例 的 量 X. ж 
ВЧК dx: ВД ат, = X А ЕЛА, НИ: 


y ‚ 09 эу) 
РЕ хьы) =M X: бе Е 十 Xnn ак] 


但 是 由 定理 的 条件 ,对 放 T1, %;,…, Yr+1 ЖЕЕ, ФЕ (16), 
我 们 就 有 ЧФ (ал, Ж, t, Ent) = 0, ЖОМЕ ЕУ, ВНЕ. 
WA Н pr EBR 65 Ll, 153.。 在 我们 的 情形 下 ， 党 代 天 以 方程 租 的 解 
时 ，9? 就 是 一 个 自燃 量 的 栈 数 ,例如 是 zi ПОРА; ВАРНА ШШЕ 
P ИЖ РЧ ЗР MER z, НИС: A plk EFRR ВНЕ › Ж 
ERA IR. P 不 依赖 於 21, ШЕП Ж ЈАНЕ Y Plt ж», ---, Tnt1) 
古方 程 租 的 积分 ,於是 证 完 。 


以 上 麻 明 的 雨 个 定理 ,建立 了 方程 粗 (74) 的 积分 与 偏 微分 方程 
(76) 的 解 过 两 个 概念 的 相抵 性 。 匣 

Ф,=б, ;@,= Cs; 3 Фь= OF 
是 方程 租 的 大 个 重修, 则 我 们 知道 , EER FO, Pa ---Фь) 也 是 过 
方程 粗 的 积 众 , 南 是 我 们 可 以 说 ,方程 (76) 的 任何 解 的 任意 西数 也 是 适 
Бї. Ж 
(77) Pilti, Zx, t, Bat) =013 +) @,(Zi, Zo, +, Cnt) = С 
ОА Ста) n ЕНИС ИР, BEER F(9,, Pa …, Pa) 是 方 
FOOR, ПОЛИНА, RISER H 
此 得 到 下 述 的 求 方程 (76) 的 积分 的 法 则 : ВЕНЕ) 
的 一 般 解 ， 先 作出 对 应 徐 各 个 方程 的 常 微分 方程 组 (74)， 再 求 站 方程 
粗 的 二 个 无 天 的 积分 (77) ,於是 方程 (76) 的 一 般 解 就 是 : 

P=F(P1, Ф», ---, Pa), 

其 中 了 是 Pi Pa, Pa НЕЕ. 
О АН Е: 
EP, ПРЕ НОЯ, ДЕЯ ЖРО: 


(78) | у, 5®--- Узб о Ya gE Уи 0, 


н Ү:, Ys, а Y n+l 21] 21, To, Шш" ©» H 8 RIER FZE 
св) 的 解 的 族 


(791) (Ж, Bayt, Cn, Ф) = C, 
р ЄС МЕЖ KRE КЕЕ КАСИНО TERI: 
до 
op дн 
0х; | Jw 


ge 


代 人 到 (78) 中 ,得 到 关於 © 的 万 程 : 


Ow 


- д д д» _ 
(192) У: ах. + Үз 1- Таа ЧР Үлы ду — 0, 


ERA ЕЛЕЕ ЕЕ, Ста) C КЕЛЕЕ E 21, 00, …, Cn, P 
ЯГ ЕЛАН ЖЖ АГЕ, 由 此 推出 , ХНА x1,7:,…, zw P 来 
sË, 方程 (792) 应 当 恒 被 满足 。 解 芝 方 程 可 以 化 需求 对 应 於 它 的 常 微 牙 
ЕН, ЖКН o, 旭 可 由 (791) 确 定 出 9。 

注意 , 偏 微 修 方 程 的 一 般 解 舍 有 任意 丽 数 ,而 在 常 秽 分 方程 的 一 般 
解 中 ,只 有 任意 常数 出 现 。 

ЕДЕ ТУ rh, ВЕН ИНОЕ ЕА НЭ 86 85 47 
ДЕНЕ — ДЕРЕ, | 

22. ЗА 现在 我 们 来 关上 面 所 请 的 理论 在 三 个 柳 量 的 情 
形 做 一 个 炙 何 解释 。 设 有 三 稚 空 间 的 方向 场 ， 就 是 在 空间 每 一 点 答 定 
”了 确定 的 方向 。 引 用 任何 的 直角 坐标 灿 。 过 时 任何 方向 将 由 三 个 数 来 
确定 ,过 三 个 数 与 过 方向 的 证 向 父 弦 成 比例 ,所 谓 方 向 父 弦 就 是 过 方向 
与 各 坐标 辆 交角 的 修 落 。 一 般 说 来 ,在 不 同 的 点 我 们 有 不 同 的 方向 ,而 
整个 方向 场 由 三 个 丽 数 


(80) UCE, YZ), VCL, 0,2), ш(ж, Y, 2) 
KREE xe RHACS ЕТЕК (2, 1/,2) РЯДЕ НУ PRD RERI RJE 
例 。 


像 潮 座 一 航 方 程 一 楼， 我 们 求 空间 过 榜 的 曲 贸 ,使 得 在 每 一 个 点 ， 
关上 曲 狠 的 切 娘 所 有 具有 的 方 辐 ， 就 是 方 辐 场 在 过 点 所 答 定 的 方 铅 。 但 是 
我 们 知道 [I, 160], УЖО PERZSA dz, dy, dz 成 比例 ,而 党 十 
个 方向 重合 时 , 奥 它 们 的 方向 除 弦 成 正比 的 两 组 量 兢 当 互 成 比例 ,就 是 
说 ,我 们 有 微分 方程 组 : 


80 高 等 ж йа х 程 

(81) “агаи 
ЖЕНГЕ ЛЕЛЕ И РОЗНИ. 

НИ ЕСЕНИНА ПОД 
(82) pilt, 9,2) =С1; Palt, Y, 2) =00, 
就 是 属 由 方程 (82) 可 以 解 了 任何 十 个 克 量 来 。 过 两 个 方程 确定 空间 的 
某 一 曲 入 [I, 16075 #8 C, 与 O, 以 不 同 的 数值 ,就 得 到 方程 组 (31) 的 粹 
女 曲 狠 族 。 初 始 休 件 要 求 未 知 曲 狠 通 光 指定 的 点 (zo, уо, zo). ШЫЖЕ 
初始 条件 可 以 确定 任意 常数 O, R Oa, 

现在 讲 偏 微 修 方 程 的 友 何 解释 。 仍 然 算 作 函 数 (30) 确 定 某 一 个 方 
向 场 。 要 求 过 样 的 曲面 ， 使 得 在 过 曲面 上 每 一 点 ， 由 过 方向 场所 确定 
的 方向 ,在 过 曲面 的 过 道 点 的 切面 上 。 设 某 一 未 知 曲面 族 的 方程 是 : 

Ф(5,1,2) = Ç. 

我 们 知道 FI，160]， 天 样 的 曲面 的 法 称 的 方向 除 兹 与 27,27, 92. 
成 比例 ,而 过 法 缚 的 方向 应 党 垂 看 於 由 量 (80) 所 确定 的 方向 , 因 乱 由 量 
(80) 所 确定 的 方向 应当 在 切面 上 。 利 用 普通 尔 个 方向 垂直 的 条 件 ,就 得 
到 确定 9 的 糠 性 偏 微 落 方程 


| оф дф дф 
(83) u (Z, 9,2). TIE, Y, Pa 90699,2) N: 


SEINE T ER РОУ EE КЕЙШ (81), ИЖЕ) 
一 般 解 具有 下 面 过 形状 : 
P=F(P1, P2), 
而 未 知 曲 面 的 一 般 方 程 就 是 
(84) Е(Ф:, P) =0, 
其 中 д Фа, Po АЕ. GRE НИЕ, НАЖЕНЕЕ О, 


第 一 章 常 j G J Fe 51 


而 Pi 1 Ф. ЕСА. Е ЛАЗЕР 
F, MBRR H H СЗ) ДЕЛИ СЗТ) ВОЕН ИВ, эз PC TK 
ЭНН ЕЕ (82) P AI A Bei HH НК 
(85) РС, Cs) =0 
КУ o 

АЖ ж Ж УКА 38 48 E ИЕ: [НЇН ҮС Г, ), 则 万 程 (83) 
ОДЕЛ T о НИИ ЛУ ЛЕ (83) НУЖНЫМИ": о НХ, 
ЖЕНИЯ хе: Hi НС САУН НУ УЖЕ) УЖ Se EH pk: 
№, BEES ЕН phi E: IH uta СС ЕНЕ E 
Ho РА ЛЕН S ORERE — EM, НАЗРАНИ ЛЕ ИУ ВН 
Шо НЕЕ НОННА С Г ЯН СТ) УРАНА, АЛЕ 
应 党 除外 。 在 这 情形 下 ， 马 上 的 作法 得 不 到 曲面 ， 而 只 是 曲 得 (了 ) 本 
В. НГУЕН ГЛ ДАШ ЇЙ Лу E 
(86) Фт(20, 90, 2) =05 (0, Y, 2) =0 
МУ. (82) 81086) ОРЕ E z, у, z, 就 得 到 一 个 O, 
йч С» ZEARRA АВЕ (85) 6 NB СИЕ Е T 43 F 536 3k; 35 
ЖҮРЕ) ЭЙ AR (36 ) УЖИН E Jy Fe (84), Я WEEK . 

23. Я 1. АЯ 
(87) 2299 十 god9 (аз ув) 50. 
о 
(88) o Z=% 

以 前 [19] RARE TEURER: 
(897 й = Gi; а +0? +2%=0. 


ДУ ПАЛЕ ЈА OZ їй К; ЯУ —— ДАО МК ЖЫ УРАН 
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(88) 的 粮 分 曲 糠 是 在 所 述 平 面 上 以 誉 标 原 点 篇 心 的 图 周 族 。 方 程 (87 ) 的 一 般 解 ,就 是 


(90) рУ, sty? +22), 


Hh РА УРНЫ ЕАО о ЗАТЕ Sk F 的 形状 ,使 得 曲面 


(91) Е 5, za 十 bg2 十 za) 一 0 
НЯ 
(92) =]; 9=2. 


ВНЕС 89) 92) 2, у, 2. 由 方程 (89) 中 第 一 个 奥 方 程 (92 ) 答 出 : 
| z=]; у=0,} 2=0,} 
我 人 到 方程 489) 的 第 二 个 中 ,就 得 到 C ВС, “ШИ: 
1 十 2C1 一 Ca 二 0 或 FUCaCs) 一 1 十 201 一 Cs， 
方程 491) 中 国 数 五 取 这 形状 ,就 得 到 未 知 曲面 的 方程 : 


| у? 
1+2 一 > 一 (和 +? +2? )=0 


т? 
2° +9202 —zt (mt +" +z )=0. 
2. BELHAS И ИЕА y Шу Еа БАН. REEERE A 69 ЖА 77 ТЇН B). B 
(a, b, в) а. Бї REJI 1] 52; ВУ НВ ЖАЯ УАШ ДЕ: 


c a a 
а b с 
或 сах 一 adz 一 0; vcdy—bdz=0, 
ЯНА: 
em—az=O,; cy 一 bz 一 CC， 
BUR MO BRERA ЕЗЕШ УР ИЯ ERAI 
(93) 2594 ма е g= 


% 
PIPE Ai PCr, у, 2)—0 ДЕЗЕ! БЕН, КЛЕЯ. УЗИ, 
它 的 一 般 积分 有 如 : 
p= F(cæ—az, Cy— Б, 


其 申 卫 是 任意 男 数 ,於是 母 铬 具有 上 人 述 方向 的 柱 面 的 一 般 方程 就 是 : 


\ 


ж-к Л» PF 83 


F(cezm—az, су – 02 |0. 
8. RRO M pin НАЧ. ЛЕ: Me, у,2) Ку], Wht Ala, b,c) PRI 
М(ж, у. z) HREN HRI. EARRAK 
да. y—b, 2—6, 


ПЕ АЕ Pd Pi АУЕН M J Jy lB] BJ Jy 10185 ЕЛИ Е И. FENAID ATTER E: 


РАР ИИ: 


ж—@ —ф 
. =e J =L 
2— c 2—6 


БЕ] ЛӘ. зк АСК НАЖИП) An H МЕД: ЖОЕ А(а, 6, с) WEARI ЗЕНИТ Л: 


(аа) tyb) + (ze) =0 
ЗЕЕ ДВЕ А IIA RASET ВОНИ ФЕН 


b 
F(T Y- 
= 0. Е 0 


Moh FEE RN E JEE Е о 
EE- ЯК З 2 3] РЯ: СГ, ВИРА АД ТЕНЕ АТ, ТЕЕ НЕК, 
是 连接 点 4 НЕННЯ Г.) ЕЙ НУНИ Ко Пле, ЯҢАК L ДЕЛ т ЕЕ НАНАК ВУ 
ИЕН В ВИЕ e А Н-П РАЕН АЈНА, ЕБИНЕ (Г), 
4 后 考 感 微分 方程 粗 : 


dæ dy _ а: _ 
(94) су Вз az-— cz bz—qagu' 


зн ПА HR SE р ЖМА £ Пу Л dt, 可 以 写成 : 
(95) dz=(cyu-—bz)dt; dy=(az—ex\dt; dzg=(bz—ay)dt. 
ЖЕНЕ В РИ EH RA Abu W УЖЕ о EJE OSAR а, b, с 再 逐 项 相 加 就 得 到 第 
ЕЕ, (95) z, Ч, z 百 逐 项 相 加 就 得 到 第 二 个 方程 。 如 此 得 刊 雨 个 方程 : 

adx +bđdy+edz=0; ædæa+ydy+zdz=0, 
КРАН Л ЖЕЛДЕ: 


34 高 = у 学 34 Fë 
(96) cz 十 Do 十 oz 一 Ci 28 40у? +z —=C,. 


第 一 个 稿 分 栓 出 平行 的 平面 族 , 逮 些 平 面 的 法 和 综 的 方向 多 站 息 数值 Ca, b, с) 成 比例 。 第 
二 个 生 分 给 出 以 原点 起 心 的 球面 族 。 壮 些 平 面 伍 球 面 的 交 烷 就 是 方程 租 (94) 的 积分 曲 乏 族 。 
МАРАЈА ле |А ЖК ae NARRER TE ЕИ СЕ А А 


m” Z 3 _ š 
(97) E 


-ERR ARAB 4 ЖЕ ПЫ ЖЕТП E AATA BU ERE. 
不 难看 出 ,对 应 的 篇 微分 方程 


(су — bz 294 ( az — cz: 55 + (Ба ау ) 1 =0 


PEEM ESR ОТ) im sS g. ЗАНАТ) УЖЕ 
(az 十 69 十 ez， 2-11" )-—0, 

其 中 也 ЖКН НЕХ РА о ТЕСТЕ PL IB BE] УЕ ЖЕНЕ, НВ 
$G ЖЛЕ АУ EE RRINE БИИ ИЕН - Е 

о. ВЕНДЕРС E. TR axis e HI EE: 
(98) (т, у, z)=C, 
ОМИ С, d Н.Я ЯК , ИЕН ——®5 Н ЕН — A 5 Ж 
中 所 有 的 曲面 (98) 交 成 直角 的 曲面 
(99) (=, Y, z)=G,. 
ЕУЕН ШС 98 )84( 99 ) 的 法 线 互 相 垂直 ,就 给 出 因 共 未知 画 数 р ERAT HR: 


Ош Өф, ди дф до dọ 
О.Е T — Ë кыл: © 一 心 . 
oz дд дуду öz öz 


ЕН 
(100) дш ds - 
or ду д 
ВЕДЕ НУ В БЕ Ж а ПС 98 уна wañupa 3 
_$1(2,9,2)=0:} ф„(ж,у,ву=О, 
是 方程 粗 \100 )69 W IN ШЕ В 57. КЖД НН ИЗ y Д 
E(P, Pa }=0. 
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$1 一般 理论 及 常 保 数 方程 


2+. 二 孝 讲 次 线性 方程 ” 梢 性 微 牙 方程 的 理论 是 微分 方 程 论 中 最 
简章 而 且 最 完善 的 一 部 分 , 癌 时 在 应 用 中 入 性 方程 也 是 最 常 遇 到 的 。 在 
L4] 中 我 们 解 过 一 航 生性 方程 。 在 过 一 章 中 我 们 考虑 任何 级 绢 性 方程 ， 
ПЕ Е ЯБ. 

ТАЛХ 83 E 
(1) PA)=Y + (у 十 4902)2 一 0 
ПЕ WX БОЕ УЕ, ЖИП P(y) WZ йн; Н 

НЕА у АННА Зее P (w) EAR PEB, КАЕШ, 
Ж С, С, 94 С. 是 任意 常数 时 : 

Р(Суу=СР(у); P(Ciyit Ciya) = 0P (9) +0P (42). 

# Y= Y ЭВ SER MA E Py) =0, 则 题 然 РОС) =0, 
MER у = Суз Вов ДЕН, EER T У: Fa у- АЙ, И] C, dà 
©» EE СЕ, 

(2) у = Ст + Суг 

也 是 解 , 束 是 说 , 珊 次 粮 性 方程 (1) 的 解 可 乘 以 任意 常数 再 相 加 ,得 到 的 
竺 果 仍 然 是 解 。 换 句 话 说， 任何 两 个 解 的 具有 常 傈 数 的 和 线性 和 结合 也 是 
解 。 络 然 ， 台 个 性 质 尖 於 任何 级 装 次 稳 性 方程 都 成 并 。 以 后 我 们 要 评 
ЕЛ 稍 均 方程 41) 的 存在 眉 队 一 定理 ,过 个 定理 在 含有 初 值 >= zo ВЕ H. 
使 得 p(z) 与 q(x) 都 是 连 炉 西数 的 一 个 整个 的 z AARTE [ШШ E ЗУ. 


《85 ) 


-4t ` / FE. ^к TH 
50 paj ЧЕ ЖУ РА FA Pe 


HTAA REAP EEM BRAE. RRES F 01) 的 解 
时 ,所 指 的 解 ,不 算 显然 的 解 y=0。 

如 果 对 从 方 程 (1) 的 两 个 解 与 ye, 没有 关於 > НИЯ 
(3) aY H aY: = Ü 
存在 ,其 中 aa 与 as ER KRE AEZ E RH ЖЕНЕШЕ 
Бф. TEDE уз 与 ye НИНЕ ЖАННЫ, REER 
BEJE RAR 


d 9 в — а 1 
(4) (у )=”” a 
АЕ. 
ЧР ЕУ 
(5) À (у, Уз) =Y Y3 — У, 


м ИЗ К. ИШҮ БЕН E E 
ИЕ: 


(6) 


– {гоа 
А (у, У) = Ае 0 А 


其 中 Ао АА = z BFA, Ye) 的 值 。 
BR BHS А, u j a Pea N 


dÀ бо п К, ” Д и 
ау, Уз) = 9/12 0102 — 0501 — У291 = 41075 — 1/01. 


ДЕ y 与 ya УЖЕ) УЕ, ЕЕ: 
-+2(%)у:+9(2)у:=0; yat p(z2)3 + I(T) =0. 
第 一 个 方程 乘 以 一), 第 二 个 乘 以 ул, ERAI ЯН: 
Yiy2— Уз + PE) (9145 — 9241) =0, 
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ЧАС Y3) | p(w) ACY) = 0. 


这 是 一 个 关於 A ЕЕ. ЖЕ ГА] 中 公式 (311), 我 们 直接 得 
到 公式 46)。 

ЗАНЕ, АС, у») Ж {ШЕ УЕ, АЗЕ Ao И, И 
НЕБА z НОНО НЕА ЗЕЕ, АНЯ. за ВИМ 
算 作 рох) Beb SG PR E. 

根据 (6) ,可 以 把 公式 (4) 写 成 : 


r 

/一 — } ро) ағ 

тє (2) 08800 л со 
ХАУ; үр оте и 


ВЕН, 5 СТАО ТЕЕ , ААА НА (уу) тт 就 是 
A <0 时 ,它们 是 线性 无 器 的 。 
现在 证明, 鞍 yi ЕН o. 是 诅 程 (1) 的 两 个 稼 性 无 并 的 和 解 , 则 可 以 通 
ФЕ ТЕЗ ЕНЩ C1 与 Cr， иода (1) 的 解 满 是 任何 
ТЯ Айз ЖЕ ЛУЖУ ЕЕ: 


(8) 4 Ж. "s 
用 Yio Yos Mio Узо 党 记 党 = у, уз АБЕ АЈ — ЕВ 
Aii. ДЗЕН Е ЛУНЕ (8), паче H Jy eH 
C1 Yig С у= Yo; Ci Yio t Се Уж = Yo 
REMEE AAC) PAI C1 与 Cs。 
ЕҢ yi S ye ПОРЕ ЕТЕНЕ Ц 
Ao = Y10Y 20 — 0201020, 
YEA НЕХ У ТИЈАНА НО) 01 Ж C, 的 


88 高 等 数 学 ж g 


ЕЕ T ERARE., 

但 是 根据 存在 与 叭 一 定理 [51, 方程 (1) 的 任何 解 由 彻 始 条 件 完全 
催 定 ， 於 是 我 们 可 以 提出 下 面 过 个 命题 : 著 yi 和 与 ys 是 方程 (1) 的 两 个 
ЗЕЕ ОЙ, НАС) ЗЕТ ÉS PHT НОВ. 

жЕ, ЖЕ (1) ВУДРО НЕ ЖЕ НУ ПН Ж У о 
设 1/1 是 过 方程 的 一 个 解 ,而 y: 是 它 的 任何 一 个 解 。 由 关公 式 (7) 求 积 
24,44: 


-foa dx чү; (х) ах 


“=A ,|e rO ы т 或 Уз = бу, [е о T, 


就 是 说 ,车 知道 了 方程 (1) 的 一 个 特殊 解 , 则 它 的 第 二 侦 解 可 以 由 公式 
(9) 得 来 ,其 中 До 是 一 个 常量 ,可 以 假设 它 等 亏 一 。 

需要 襄 明 ,在 一 般 情形 下 , 营 pez) Ba 9(2) AE т МВА, ДОВ — 
个 解 的 有 限 形 天 或 是 甚至 帮助 於 积 乔 的 形状 ， 常 是 不 可 能 的 。 潮 座 某 
些 特殊 情形 ,例如 党 p(X) B 9(2) 是 常量 ,而 不 是 x 的 画 数 时 ,我 们 将 
ВЭ), aA RIE RRE 

PRRP ЖОЕ ERE ir A 用 的 一 种 作出 解 的 方法 ， ЗЕЕ Е 
ая Е 

25. ЭЕМ УЕ 下 面 形状 的 方程 
(10) и" + pleu + vf) 
MH RIER РЕЗЕ. 

届 u= u 是 运 万 程 的 一 个 特殊 解 , 认 是 
(11) и + р(х) +902) = J (Z). 

引用 新 函数 у ДЕ и: 
{12) u = y + th. 
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代 人 到 五 程 (10) 中 ,给 出 

[у ржу FIT) Yt + pr) + oT) (2), 
或 ,根据 (11)， 
(13) у'+р(®)у' +‹(ж)у=0. 

方程 (13) 电 做 对 几 论 方程 (10) 的 骞 次 方程 。 著 n 2 у 是 它 的 两 

个 系 性 扰 关 的 解 , 则 依照 公式 (12) 肪 及 前 一 段 的 命题 ,公式 

| 96 — Сулуу + Соу 4 t, 
其 中 Ci Ж С, МЕЖ К ШУРЕ СТО) НИЕ ЗЕ [ИЕ ИГ pl 
Ф Р: ЕАН ЕН ЕН НА 
解 与 各 非 骞 次 方程 的 任何 一 个 解 之 各 。 

рд РВИ АН, ЗАРНА ЗЕ ЕВЕ ALR 
ЕД УРУР, СУУ. 

HERPA АШИ ГОРЕ СІЗ) ОН АРЕНЕ A Ж 
ШЕСТО) ЈА, КЛЕР, а 
{ЕШУА BJ H ВЕЕ Е 4 о 

设 Y РЕ yz дє УЗ) МАЕ ЕН НО. RPE, 它 的 一 
ЕВЕ Нз), 

我 们 求 方 程 (10) 的 共有 这样 形状 的 解 , 只 是 要 算 作 С, Ж C. 不 是 
常数 ,而 是 © RARE: 

(14) WW=V1(T) Yt VV) 9. 

现在 有 击 个 未 知 丽 数 ,而 不 是 一 个 ,所 以 除 方程 (10) 处 ,我 们 可 已 
夏 它 们 符合 男 一 个 条件 。 作 出 下 面 近 个 人 条件 : 

(15) 91 (23/1 T VE) уо = 0. 

KREA 14) АНУ М] НИЕ (15) ЖЖ: 


90 о Ж Ж к я 


д (x) ` п == © (х) уз + Va (х) уз 
р(х): u = %(x)y; 十 ze (х) у» 
1 . |а ==, (x); + o (x) y, 9, (0) y, + %, (x) у,. 
КА р 10) А58 IFD 
о, (х) (у + р(х), 4 (x) yi] v0 (z) [y, +- p (x) y, H q (х)уу»] + 
Ho (x) y, H %, (xz) у, = f (z)- 
注意 , уз 和 与 у; ЗАЛЕ) AEGI EGS). 就 有 可 用 
以 确定 v(e) BL v2(%) 的 方程 组 : 
(16) b (G) +9.(8)уз=0; (2) + (2) = f (z). 
ЕЛ 2 Ж уз EARTE ЖЕ: 
А( 1,2) = 019 — 91550, 
所 以 方程 组 (16) ЖЕН 9. ($) № (ш) пе ЕЕ, 再 求 出 它 
ДРУ ВОЈ", ЕК Н С) (ж), 代 人 到 (14) 中 ,就 得 到 方程 (10) 的 --- 
个 解 。 
26. 高 级 和 综 性 方程 ”高 级 乡 性 态 程 上 共有 二 执 方程 的 许多 性 质 ,我们 
ФОЛИ F | Sir ЕЯ. 
ЕЛ ЛЕНИ п ЛЕ: 
(17) Ур WYD р„(х)у'"7%-Ь... ри (Ху 十 
+ р, (X) y = 0. 
E Уз, у, 5", Ук EC AAE ЫП 
Ciyit бо А быль 
也 是 它 的 解 ， 其 中 Ci, С», …, С, МЕЖ. НЕЕ ЛУНА, 136 
СВОЕ 24 Зо 
ЗНА z Я, Aras F AF35 И RERA 
«Ул +T Gf t o + «ку = Q 
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其 中 ал, аз, …, ок 篇 常 傈 数 ,至 少 有 一 个 不 是 雳 ; 则 解 ya, уо, …, Ye BY 
ЖЕГЕ ПЗЕ В? 

{т Уз, Yes ts Yn зеза ЕЙ m ДАЕ НЕВЫ ИЖЕ, ИАА, 
(18) y = Ст + Coya + + С, 
其 中 С: ЖЕ НЕЙ ЕН Ci 可 
РЕНИ E bj ganda : 


y| =; I| =p. yed]  —=у@-5, 


| | ai 0 Ху T= 


的 唯一 的 一 个 解 。 
п ЕЖЕ: 
ОТОС 
+ ры (+ рп(2) ъ= (=). 
Fr ча 是 志方 程 的 任何 一 个 解 ， 而 Уз, Yo c, Yn ЖЕЛ ИРЕК 
FECIT) HARTER А АЈ, И ДУХ, 
Y= Сту t C Yat А Сул А V1 
其 中 C: {ЕЛЕ НАСТ) 7—0 
SEIF › Ят ШАП 3, Yes ty У», НИНА 
t= v (EY Hval TYH … 十 Vn( YC) Yn 
可 以 得 到 方程 (19) 的 一 个 解 , 共 中 va) H РЯДЕ: 
о (ху -Н 9. (x) yx +... FH On (0) Yn 0 
о (ку, 0 (А)... Ед в = 0 


* а + = = *+ э = т PP #Ф +£ Ф а «т е єт a е я > 
Ф 


о, (AIEI AIL -o H (0) уп ==0 
о (х) ут -Ho (AI e Hon EIET == (а). 


УЛА ТТЕ САА S nf ВНЕ ЕВЕР НЕЧИЕ, а ИЕ ЫНЁ 
Я ТЕА M. REBR R Y Ув, Yn ЕЛЕ о ЕЕЕ ИТУЕ: 


Yis У» > Ул 
У, › Уэ Ул 
6 (V, У se» Ул) = У, ўз "кз Ул 


эфф А = + ® É& фе ш жо ош 


“у „(== n 
直下 


Я ШИНДИ АДС в) а: 


x 
- |2, (z) dx 
А (Pis Уз, ase р Vn) = Ае х0 


+ 


其 中 До Ж тс, ВРА НИН ЖИ ЕВ ЖАТЫШ, А ДНИ, RA z Wa 
EPERE TERR Ул. Уз, 7, Yan ПАНТЕРА НУ S: В УСОРА ЕАУ Т, 
АТ ЖЕ А E зна KIRTEPE S РЕ, АГ ЕДЕ НАС 18) ИЕ Ж ТАЗ. 
НОЯ, ТЕЕ ВЕНЕ о h ТЕ — ПЕЕ П ЕА ЕЛ, ЕВА БЕГ] E, за 方程 的 保 数 
plr), Pal), a Рино 
27. ARB -RAAH ЛЕОН, ЖИН ҮНД АНИ. 
Я ИОН ИДЫ” тт ИЮ, ВИЧЕ AH F ЕАН 
er* 的 微 商 的 公式 : 
(6 )' Trt 
НЯ, ат © E НОР ВВР, E АУАЗ, 
就 是 说 
(eatbi)s) = (a+ bijelatbidz, 
ПЕНН ОЕ ЗЕ ГІ, 176] 推出 
674451 2= — eaz( ооз bz + 1 sin br). 
依照 普通 法 旭 求 过 个 西数 的 微 商 ,就 得 到 : 
(ес2+07 22), = (647 ( cos bz +i sin bz) + beaz( — sin Ба Ç eos bz), 


或 者 ,由 第 二 个 括号 内 提出 1, WER = 一 
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g, == e з waw 


(eta+bi)z)'—qess( eos bz + + sin bz)+ bi er (eos bm ++ sin bz) 


=(@--фф)ез5( сов bz j sin 65) = (G+ bi)eCe+bi> 


於是 辟 完 。 
ЗЕ Ko СОА Е 
(20) Y ру +чу=0 
的 解 ， 其 中 p 与 ЧЕН. НР e 替代 过 方程 中 的 у, 就 
$ 
(21) 4] = ет, 


НИНЕ ©”? 就 得 到 : 

с"* (2+ +9) 0, 
车 "是 二 次 方程 
(22) 72 рт + gq = Ü 
的 根 , 草 万 程 (20) 就 俱 实 被 沛 是 ;方程 (22) 呀 做 方程 (20) 的 特 微 方 程 。 
车 过 二 次 方程 有 两 个 不 同 的 棋 т = ту Ж т =, 则 公式 (21) 答 出 反方 程 
RS PR A AR TE RE B IE : 


(23) у1=е”“, Yamen, 


实际 上 ,不 内 看 出 ， 它们 的 比 есета ина, REE 
考 虚 方程 (22) 有 等 根 的 情形 。 由 求 二 次 方程 的 模 的 公式 ， 才 个 情形 也 
就 是 当 pa —4q=0 及 ， 运 时 过 方程 的 唯一 的 根 由 下 式 确定 : 
(24) у= у= - 5. 

在 过 情形 下 ,由 上 述 的 作法 ,只 能 得 到 一 个 解 y= err, рур 
第 二 个 解 。 仿 此, 我们 应 用 下 述 的 讨论。 

我 们 略微 改 发 傈 数 p 和 与 9， 使 得 两 个 根 不 相同 ,例如 ,使 得 {% 
具有 原先 的 值 (24), 而 ”与 它 略 差 一 点 。 过 时 就 得 到 两 个 解 ， 过 两 个 


64 в 等 数 =“ я в 


相 沽 再 用 (7 一 ?0) 除 。 如 此 我 们 又 得 到 一 个 解 L241]: 


(95) y= e 2 一 er 


Р Е, ` 
ТЕН p 与 q ВИ ЕТА КИЕ REN ORAZ 
TARIE GEEF ys ДАТ т, ALCS ВЕЦ А) 10 
整个 修 式 的 极限 就 是 丽 数 erz Др r= r, БЕР > 的 微 曾 , 就 是 设 加 = жет 
是 过 方程 的 第 二 个 解 。 共 是 ,在 方程 (22) 有 等 根 的 情形 ,我 们 有 下 天 十 
ДАЕ ЕИО: ° 


(26) | Yi = ex; № = xe", 
直接 代入 可 以 肯定 у. 实际 上 是 过 方程 的 解 。 代 天 ye 到 方程 (20) 
ВУ: ЯЗ: 


(246712 4 деу ета) + р(тухет:= +. е1) geer? 
= 26712003 0р9) +err t p). 
ЖЕ - АА, 18 тет, 是 方程 (22) 的 根 ; 根据 (24), 第 二 项 
也 等 於 雪 ;如此 ye 确 宽 是 方程 (20) 的 解 。 
ЗЕ p q 是 质数 。 但 是 二 次 方程 (422) 的 极 可 能 是 

数 , 也 可 能 是 窜 数 .车 方程 (22) 有 不 同 的 实 根 , 慢 公 式 (23) 答 出 十 个 不 
同 前 里 解 ,而 方程 的 一 般 积分 就 是 
(27) 4 一 Cierte + Сче”* 
ik ЛЕ (22) НА, EMRE ЈГ Т, 1891, 就 是 =a 十 Bi 与 
2 一 4 一 於是 公式 (23) 答 出 解 : 


y, = eC +0085 == e% (cos Bx - isin 8х); 
уз = е@—В0х 一 ear (cos Bx — isin Вх). 


НОЕ НИНА НЕЕ В-ТЕШ НАНА 


POE ЖАННЫ ЛУ ТЕЛА КО АНАЈА УЕ АВА 95 


1 1 
а Gi Ta) = 69 cospe, (01—92) = е sin Ва. 


з ИЧ ПА] Е Е TERE ВО, УЗЛЕ, ДЕ ЛЖ (22) НАХ "а: 的 


(28) йу = ё%®( (1160895 + Cosingg). 
芭 后 ,者 方程 (22) 有 一 个 根 , 则 根据 (26) ,方程 的 一 般 积 俏 是 
(29) y= (Cit Cw). 


tE Н AYAN (28) RI- {Н RER RE WE УТЕ 99.) A RE ШЙ ДЕ 
а = ОВ. EIF Кале Р=0, 而 q BER., WAIE q= 2, 方程 (22) 就 有 
ik Eki, ЕЕ, Jy FE 


(30) у’ Ру = 0 
具有 一 般 积 分 : 
(31) y = С1е08Ё% + Casinke. 
28. В ЗРЕЛАЯ Е ЛЕЗЕТ 
(32) у 十 ZU +чу=/ (e), 


其 中 р 与 q 是 预先 给 定 的 实数 而 Со) 是 输 定 的 z ПК, BIERE 
方程 的 一 般 积分 ,只 须 求 出 它 的 一 个 特殊 解 ,再 与 对 诡 的 讨 奖 方程 (20) 
的 一 般 积 分 相 加 。 因 篇 过 攀 次 方程 的 一 般 积 从 是 已 知 的 ， 可 以 利用 改 


(33) y += J (m). 

对 应 的 癌 次 方程 的 一 般 积 分 由 公式 (31) 人 确定 ， 我 们 要 求 方程 (33) 的 特 
殊 解 ,就 由 下 面 的 形状 来 求 : 

(34) м == 1 (Z )eoska: + 2 (z )sinka, 

Hp ол (2) Я. (2) Ж z ИЯ, ERRET УЛ (16) ШИИ 
俊 定 记 于 个 图 数 的 微 责 的 乓 个 一 立方 程 的 方 称 组 : 
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V (2) сов 4+ 2502) sinks =0 
-vj (2) sinkz+ (ш) coste =. f (z). 
解 它 就 得 到 : 
| Vi (z) = — f (z)simke, 2502) = (m)eoslz. 


ТЖ EN КЫЛК КОН ERRE. И Z ОЛЯ: 
о; (о) р j (sin & dt, о, «= |/® соз ВЕ, 
其 中 а 是 东 一 个 固定 的 数 。 代 人 到 公式 (34) 中 ,就 得 到 特殊 解 : 


(341) u= E j f @ зїп kt dt 4 EE | f (Ë) соз ЕЁ dt 


或 者 ， 提 出 六 ,再 合 借 庄 三 角 面 数 , 就 得 到 : 


(34) а= 4 | f (sin k(x — t) d, 


х0 


於是 方程 (33) 的 一 般 积 分 就 是 : 
Y= С, cos kx - Co sin kx +Í; (E) sin k(x — 6) dt. 


HBAR G4), Зи УШУ aE, ЖДО НА ж ДИЕ ШЕШЕН 
现 。 第 一 ，2 是 和 分 的 上 限 ， 第 二 , 它 在 积 修 号 下 出 现 , URKERS 
量 , 而 不 一 位 附加 的 套 焰 量 , 求 积 分 时 , 它 算 作 是 常量 ,再 者 › ЖЖ ДҮН, 
ЕЖА (342) А 2 = ж, 时 满足 零 初 始 人 条件 ,就 是 
(343) Ш аа, 09 ú | „и, =0. 


=. 


УЕ ДР ЕЕ K y h ER ARER 9 
第 一 -个 等 式 可 以 由 (342) ЕНЕН, МД o= x DP АРМ LI aF 
АТЛАА, ЖЕНИШ ЫК. У (ЗА Ж Ж v, 
Е НЕ ИОВА, КЕИ ERER, ДНЯ, 
НИ: 


x ^+ 
ц' == sin kx | f (E) sin k di -L. cos kx [© cos kE dt, 


ШЖ ЗЕДЕН (344) rR ЧАЗА 

29. ЗЕЕ AITE (32) 的 右 记 有 特殊 的 形状 , Вау Ж#Н EE E ñiy ЫЕ К 
ЖИ ДЧК {Т ЖҮ ЗАРЕ УЖЕ ВЕН ЛЯП: 
(35) | у’ +ру +9у=}.(=)+Ј.(2), 
Е u(r) 与 ws(z】 АЕ f (z) R у. (0) ВУЗЕ РИК ЛЯ 

и: ри! +9: =},(2)) и ри, +9ча = (а), 
相 加 ,就 得 到 
(и, ttig)” ри, tus) +a(ut+ us )= f (@)+Jf,(z), 

ЕЯ» (uru) 是 方程 (35 ) 的 特殊 解 。 

ЗН ЛЕ Е ВУЗЕ ЖЕ: 
(36) и” + ру'+чу=аейт, 
ЗОНЕ а W ^ ЕЕ Д, ЕДЕ Н, HAARE O AAR 
用 一 候 特 丈 的 记 睹 : 


(37) (7) =? -р"+9. 
ИМЯ а ( 36 888 НОЛАН АЈА: 
уса ets, 


其 中 a, 是 未 知 保 数 。 代 人 到 (36) 中 再 消去 ez, ЖДИ a, 的 方程 ,根据 (37), 它 可 以 
写成 下 面 的 形状 : 

p(k ja, =a. 
Ж Б 不 是 方程 (22) 的 根 , 就 是 $(#)--0, НИНА а,. № 是 方程 (322 ) 的 音 
组 ,就 是 @(k)=0, W 8) 天 0 ГІ, 1861。 在 所 和 栓 的 情形 下 ,就 要 求 方程 436) 具 有 有 下面 形状 
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А: 
y=a еї, 
iÇ A lia Е A7, EE: 
p(k) ах (Е) а, =a, 
ИЖЕ (2) =0, 
p (kya =a, 
НИЕ № о, AB $(#)-20. 最 德 , 若 六 是 方程 (22) 的 二 重 根 , 就 是 于 e(k)=w(k)=0, 
HEEL, THRE, JRE Eh ЕКВ : 
yma e 
在 较 普 注 的 情形 下 ， 当 自由 项 具有 乘积 Pei? 的 形状 ， 其 中 Pir) 是 z 的 多 项 式 
时 ,可 以 用 同 榜 的 方法 来 求解 , 若 h 不 是 方程 (33 ) 的 根 , 则 需要 找 下 面 形状 的 解 : 
(38) y=P (ей, 
其 中 Pi(z) ER P(z) RAHSA НЕЕ НО. Pi(z) 的 保 数 。 把 (38) 代 入 到 方程 
中 ,消去 ет, В z 同 次 项 的 保 数 相等 ,就 得 到 储 定 P (z) 的 保 数 的 方程 。 
若 в 是 方程 (32) 的 根 , 则 (37) 的 右 水 需要 梁 以 ”或 2*, 道 要 看 h 是 方程 (33) 的 单 根 
还 是 二 重 根 。 
现在 来 广 自 由 项 含有 三 角 柄 数 的 情形 。 先 考 不 方程 
(39) у” ру + у = е aeoslz-Fbginim). 
利用 公式 LI 1771 


сов {х= — ы, 5111 itz 人 w Sy 


方程 ( 39) 的 有 过 可 以 表示 成 下 面 的 形状 : 


де +1122 


其 中 Аш p ЖОЮШ ИК. Е kirE R НКА Е, Ета 
КАЈ: 


4 Веб" [т фт l 


(+ Iç ) 2 


у= Ее 
RA HE gx КТЕ] = 8 Eq 1 
6121 eog 104-4 sin lx, 


Ж ЕЖЕ ERDE ВН TARA: 
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(40) y= et (a, cos 2+6, sin Im), 
其 中 а, ЮЧ b, жп. БРЕГ, жу (E) 是 方程 (22) 的 根 , HARM 
ПА 2. 把 表 如 式 (40) 代 人 到 方程 (389 ) 中 就 确定 出 常数 a, ИНЬ, 。 注 意 , 若 方程 (39) 的 
右 史 只 有 一 项 ,例如 只 有 含 cos Iz 的 一 项 , 旭 在 解 (40) 中 仍然 需要 取 耳 项 ,一 项 含有 cos ls, 
一 项 含有 din Ix.。 
ров И Пуд Ж. RATRE а B РАНЕ: " 
ett Р(х)сов і:+-9(2)віп іх], 
其 中 Piz) № Q) ож ПОХ, ERRA Ве АР Е 
ett P (xog ¿z+ Q (xsin is], 

其 中 Pir) BUL Q (z) 是 z ЖА, ERRES Plr) м О(ху тё КЕ 
( 2—16 12 ЕС =. 

0. TRR ARREDRE Рон В, ШЫН S 方 程 类 
DL RPI К\н А {зи УНД РЕ ЕН 1БЕ——- СЕЙ 
Н уан ОРЕ АО ЖЕБЕ ,再 性 明 所 壕 的 结果 

n RIAKI FERA IAR : 
(41) р") + 01 и T рә а) 020 十 пыс + Юя—1 41 + On = 0, 
其 中 р. +, e, pr Een E BJ Ek. ТЕНРЈУ (29) ЖЕСТ: 
(42) Е 01 01 + ы 十 Dn—1 ТЕ P = 0. 
这 个 方程 的 任何 一 个 音 实 根 т=т, НА И уе, Е 
是 8 ШАУ, ВЈЕТАР: 
61206718, T erT, Өө, ysl er iz, 
HERAKI ”=a 士 6; ДЕУИ N 
ё соѕ бт Bü e% sin Вх. 
Ary МАНЯ SSE RE ,而 是 s 重 根 , 则 它们 对 应 放下 面 的 28 个 解 : 
е cos 820, 269 cos ба, =, Wl 62? eos рт, 


е sin 80, ve sin Ва, =, ws-1 e sin fe. 
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如 此 ,利用 方程 (4) 的 所 有 的 根 ,我 们 就 得 到 方程 (41) 的 兄 个 解 。 这 些 
解 各 屠 以 任意 常数 再 相 加 ,就 得 到 运 方 程 的 一 般 积 下 。 
ДУ R EB УЖЕ: 
yD Hp, YTO 4: +рь У Tp, Y= (=) 
КРКЕ, PLUE НЕЖНОЕ C28]. 
PANAN PKzje Н Ж, Ñ k TENREC 03 MRR УР, (ей 
的 形状 来 求 ， 其 中 Р.(х) 是 与 Р(х) 次 数 相 同 的 和 多项式。 若 h 是 方程 (43) 的 s GOR, BU 
需要 设 YST P(e, HABA ЈА: 
(43) f(ayz=ekz| P(z) вов 2-+9(=) sin Iz], 
№ (#=0) 不 是 方程 (42) 的 根 , 则 解 需要 中 局 檬 的 形状 来 求 ; 
zy 一 efz[Piz) воз 2+0,(2) sin k], 
其 中 和 多项式 Pile) 与 Q (z) 的 次 数 需要 取 多 项 式 Р(х) м Q(z) тек 
{т (eth) 是 (42) 的 s В, ЕАН z 
例 J. УЖЕ 
y” —5у +6у=4 in 22, 


ЭЛЕ а Л Ж. 

7* —5т-+6=0 
有 根 7:=2 R r|=3. 覃 次 方程 的 一 般 积 分 就 是 
(44) Се C enz, 


方程 的 等 丈 圳 由 下 面 的 形状 来 求 : 
у=@у соя 5+5, sin да. 
代 人 到 方程 中 ,得 到 : 
(2a, — 105, )соз 2% (169, —4b, )віп 22=4 sin 2z， 
Ц 
да, — 10 b,=0; 16а, — 45,24, 


5 J 2 =s 
由 此 a, =—, 6. =, ЖЕ ЩЕ: 
19 19 
_ 5 1 , 
У=19 сов 27 十 jg 810 22. 


ESAL ) ЯН, ВВЕЛ АЈ о 


BOE НӨ УРЛАУ УУ ТН УНИЛЕ ПАВ 101 


; n Ж 


2. 19471: 
| УТ’) oy” +y" оу +y =r sin 2 
PERJE OI ES 
7 — 97° 十 2 一 2+ 十 ] 二 0 
可 以 表示 成 下 面 的 形状 : 
(7r*+1)(r—~1)*=0, 
НЕ т. =7.=1 А-З ria g 5%. ЖА: 
(45) ‹С,-+ Сл ей? С, воз m+ C, Mn m. 
”此 较 自 由 项 与 公式 (43), 看 出 在 所 和 给 的 情形 下 k=0 11, РЕБ, W 二 二 十 i ВНЖ 
BIRAR :所 以 PARRE ЕН ТУЛА ЖЖ: 
У==2[(аж-+-6)еоя xz 二 (oz 二 egin z]=(az?+bzm)eog m+ (ел? +da)gin 2, 
Жз а, b. с. а 是 要 求 的 保 数 。 

ЗІ. 穆 性 万 程 与 扰动 现象 ”我 们 考虑 振动 现象 攻 以 阴 确 常 傈 数 二 
RERED TENER. JRPA ВАЕ 2 FRKE Аа, 
而 用 Ела 

设 有 质量 篇 m [ИШӘ МИНТЕ р, RPA ТЕЛЕ ЕНИ 
He hs] В Rx РО a RPE JE A 25 Ут: ИЗ ПУН ДЕШ 

кж © дө ИНН. |p] ЗД Ул ТЕ ЙЕ ( El 
52). БРОНЮ лила EE 
ETRE G-E,- 

ЕЯ Б ИШӘ ЕН УР]: 1) ВАА Ë 
FPEM ERRERA ВАР ЗЕЕ ВНЕ Н 25 图 22. 
ля. hy— ж 成 正 例 ; 9) 与 速 度 的 天 小 成 比例 而 与 速度 的 方向 
组 反 的 阻力 。 返 运动 的 微分 方程 就 是 : 


m d = — b — е2 ну пт + Бу ct = Ü 
作 篇 第 二 个 特例 ， 我 们 考虑 在 有 阻力 的 介质 中 长 篇 1 MARRE 
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80, BR Sabe k). ҤЧ ЛЕН, ЕВА FERE : 


d2 0 : 40 
(46) ml т = —mg sin 0—6 Чї? 


р ө ЕЛМЕН ИЛЕ НИН f. ABAE AB. Bar g ВОИ Л 
的 情形 时 ,我 们 可 以 用 角度 о 来 替代 sin ө, 评 是 方程 46) 成 篇 下 面 的 
ЕЛА: 


m” 6 и 


Ж, ЗРНА УЫН АЈБ ВИННИ k, ИНЕ, 方程 (47) 而 
有 具有 有 自由 项 的 方程 : 


(48) mi” E 十 b тд = f (t). 
ERA БЛЕР ИЕЛЕ Р, Ж ШАШ Ж ПОРЕВО Jy e 35 


РАЯ BEGER Jy ТЕШУ, IEC PEA F Bi REA: 


а? и ах 
或 
| а?т ат 
(50) де tP g T i22= f (t. 


一 般 说 来 ， 当 考虑 具有 一 个 自 S sins 
的 振动 时 ,我 们 常 得 到 运 样 的 方程 。 һа А-ДЫН AAJ RE 
控 力 产生 的 , Ш e ЧЕСИ ЛК Pr 运 一 项 是 由 体系 的 内 力 产生 的 ， 
E AJE RRE E , П 2 ПМЕ, 方程 (50) 中 的 自 
由 项 是 由 作用 在 过 苯 系 上 的 外 面 的 干涉 力 产 生 的 。、 所 宫 前 方程 不 惨 党 
考 感 力学 中 体系 的 振动 时 会 过 到 ， 在 各 种 连 芝 於 振 动 现象 的 物理 问题 
še ева, 1-1, KAJ 8 5 S.C 的 电容 器 的 放电 现 
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— ты a ws конная 


象 ,通过 NE В JH о БОНЫ РАЈЕ 


(51) s= Він, 
Herp 是 绿 路 中 的 电流 强度 。 此 外 ,还 知 道 有 下 面 的 关 傈 式 
an 


(52) = 一 人 7 


на ВУ E 的 电源 ,车 它 作 用 所 在 的 方向 与 ? 
相反 ,我 们 就 算 作 正 的 。 在 运 情 形 下 ,替代 方程 (51) ,就 有 


di 
v— Е = Ri+ ; . 


把 表 过 式 452) 代 人 到 所 写 的 万 程 中 ,就 得 到 微 牙 方程 : 


42% dn 
LC те + RC += E, 


或 


42% Кат 1 Е 


(53) аё L dt t LO” TLO 


i arkai ,我 们 看 出 ,六 Т, 7 类似 於 由 阻力 产生 的 
А, re РАНА ЛЕЕВ, Аня О: ТЪЛ 
вам и, 

Фен (53) Ж о, ИСА З) (59) н, WE БИЕ H i- 

32. 自 有 振动 与 强迫 振动 ”考虑 将 次 方程 
(54) х" 十 272 + К?® = 0, 

它 台 应 喜 汉 有 外 力 的 情形 。 这 个 方程 的 解 俊 定 出 自由 振动 ， 或 者 说 是 
自 有 振动 。 对 应 的 特征 方程 是 : 
(55) r24 ой Е? =0 
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到 下 我 们 分 篇 各 别 的 情形 来 土 给 。 

1. MERD АТОР, ПЛЯЖ № 比较 恢复 低 数 ° 小 得 
ДЕРЖА: Р-Р = 一 地, 在 过 情形 下 ,方程 (55) 有 
KHIR: rú = Арі, 於是 我 们 有 方程 (54) 的 一 般 积分 


(56) @= 8 tO, cos РС. sin pt). 
{14 

(57) Су= А sin Ф; С.=А eos P, 
解 (56) 就 化 篇 下 面 的 形状 : 

(58) em sin(pt+9), 


кы 2 л: 
或 者 ， п P БЕ: 
/ont 
(59) m: = Де“! (22+ p). 


Ж ЖШ r АЕН АЗА, Адер, ФЕД, AEA 
中 不 取 介 质 的 阻力 ,就 是 设 h=0, КЕ (55 ) НЛК r= Eki, И 
代 (58) 得 到 
(60) ®== А sin(kt+ P). 


ЕЖА r= 和 的 简 谐 振动 。 公 式 (59) 输出 阻尼 振动 
[I，59]， 其 中 因子 et НИЕ ДЕЗ КЕНИИ 
上 ,振幅 减 小 er7 倍 。 在 公式 (56) 中 的 常数 01 与 0s 的 值 ,或 公式 (53) 
中 常数 4 和 与 9 руда, КАВУНИ. БЕКИТ: 

(61) шлу раа 
在 公式 (56) 中 代 人 t=0, 得 到 Ci = RRAN t ВЖИВ: 

g = — Ње (О; eos nt+ Q, sin pt) + ре" — С, соз pt+ ©» соз pt), 
由 此 , 代 和 人 t=0, 得 到 
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_ + hao 
. E P | 
УЗЕ НЕКЕ E ИРЕ Свт) ВОДЕ: 


(62) C, 


(63) =" Бо COS жы а sin pt). 

注意 , ЛЕ (68) РОМ № АННЕ p= V Jp: — h 2; 
程 454) 的 傈 数 完全 确定 。 过 也 涉及 振幅 4 熏 初 相 Ф, MEPEK 
ЛЕТА ARDET) › ЗЕНА 


| 人 + hx 
А sin Ф=хх,; А соз P= "а 


Е ЕТНА Ф, 35 h— 0, WEER о ЧЕ ШЫ ЕКА, 
АИ ОДНЕ: 
h2 — 2 = q, 
EFE HE: 


(64) тт=—ЮҺ-+@; t= -h q, 
ИНЕт 1: 
(65) = О, e qh) t Ca ет сажні, 
ERIR q<h, АЛЕНА (64) А B, MAR t ERR ЛН z 38 
А. | 
由 等 式 465) 对 £ ЖҮН: 
(66) кесен р ечен, 


НЕА (65) 24 (66) НЕ #=0, 得 到 责 个 通过 答 定 的 初始 人 条件 (61) 来 确 
定常 数 C1 Ж C, 的 方程 : 

Cit+C2=%0; (4—Ь)б,— (q+ уб» = ж, 
WHE 
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_ (q+h)2o+ to. a _ (q—h)z 2o 


P S = 


3. 非 通 期 运动 的 特殊 情形 ”最 后 ,车 А020, 天 方程 (55) 有 重 
根 r= r= —А, ЖЕ [27 ] 
(67) m= e ht( CO, + O, t). 


ШЫ ШОЛУ, РЕВ te п] ГІ, 661, 所 以 天 过 式 (67) 也 趋 
[и] Ж 
ЗЕЕ 
(68) иной + 2 = f(t), 
其 中 自由 项 f(t) PHJ МЕ: ЕН ШИН 8), ТЕҢ ЖЕШ КЕЙН 
谐 的 情形 : 
(69) S 4+kæ=f d), 
我 们 有 志 个 方程 的 一 般 解 128]: 


= ©, соз kti+ С sin kt+ О, sin А(#— u) Фи, 


ж 


Ü 
Я НЕ ЗА В, Е, ЇН ДЕ Р E 
(70) 2 |02 | :=о==0 
МУЖЕ). ЖУО ТЕТ СТЕ, НЛ НЯ ‚ТЕҢ ЭШ ЕНД 
ЗИ ha JE їй Ж ТЕСТО) ВОК e: : 


; 


-和 era 
0 


而 在 非 过 期 的 情形 ,过 个 特殊 解 是 : 
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{ 
(72) To (ü) = в” \ e-u F(u) du — 
t 
E e q+h) t \ elate f(u) du. 
О 
ВЛЕН А СТЕН 
53. ЛЕВ КЛ НН ЗЕЕ ИН НЕХ Е: 
(73) ое + х=Но gin(ot+ 9). 
在 过 情形 于, 要求 的 解 是 剑 自 由 项 有 相同 频率 o ЛЕХ AARC]: 
(74) #g=N sin (wt+Fo+6). 


Па AREE ЗЕЕ N ДНО о, RARECO): 
一 @ N gin (ul 十 po 十 8) 十 210 Neog(ot+@, +8) Е Ngim(ot 9, +ó) 
=H, sin(ot-+ 9). 
АЗК Е ан = РЕСЕ Ру ЗЛАТА otr S 之 和 的 形状 。 利 用 天 认 和 
А-В 
ГА? —ш*)М№М cos 5 一 2p №1065 | sin (ot+?,)+ 
十 [2jpoN eogë-+(&2—o2)N sin ó] сов (5-9. )=Но Bin (чё +9). 
访 sin 《at 十 po) НСК Ho, Е сов (wt 十 9o) ПИЩИ, МНН 
用 以 确定 N S ó 的 方程 : Р 
(2*—в?)М сов 6—2hoN Bin д= Ну ЗАюМ соз 8+(Ё® —w?)N gin 5=0. 
EHR cos ó ЕЕ sin š: 
(k? —ш?)Но һә Но 


cos 6 二 ~ М0 оу 4В2 27] ; Sin а= NE (CR? — о у? ай" | 


EARP НЕЕ Tl): 
: Hs 
1= МЕ —ш% )° - +422] d 
由 此 求 得 
(78) =° 


ув dio 
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ч 
—— р-н a Аа ... 1... 


ERANA cos ôM sin 5 的 类 过 式 中 ,就 得 天 确定 5 的 公式 : 


БЗ — 2 
(16) соз 6 = —=— СО == _ =—ь 
И (&2— e) + 4R2o ИЕ — oy: 4 Aho? 


AT N RoE, ARRAROEN EC AE ЕЕ о В Жану 
ЖУ ЕК 2. 
(77) 多 一 人 ET gin (pt+p)tN sin (ot+% +à), 
其 中 А 与 р ДЕЛ АНЕ ТЕ REEE о aRR ЧЕ 2? 一 1 一 一 22<0， 就 是 
ЕЕ, РН ДЕШ akay, НЕТ ) 中 第 一 项 有 个 因子 e (А0), $ 2 Жи 
ERRI FEE. АТА 7, КАЕШ t EAER 6 x RATAR ( REAR), 
ПЕ, © ПУК АК Е САТАН СОК ИЕ , 道 第 二 项 不 依 顿 扒 简 始 傈 件 而 是 纯粹 的 
ЕР E ЖЕЕ RZ) 

更 在 我 们 来 研究 公式 (75 ) 与 (76) ЕН дє ЖОЕ ЕД N ДИО) 
ВАН 286. 

若 在 方程 473 Ив И дЕ—[ Но, HJ fE 

д" ов 十 有 sz 一 五 。 


СН ОР ВЕРЯ 
Н 
ta = Be. 


ЕВРЕЕВ ЕТЕ k BD), 
RIKER 
_ М 
¿s 
ЖЖЖ МЕЈН Ва ЕЙ» ERARON с, HERRA 
T 
k? 


У (Rš — –2)? + 442 ы 


А = 


由 最 和合 的 表 过 式 看 出 ，X RRR AE: 


(78) =; у=, 


А 
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我 个 来 看 第 一 个 比 的 力学 意义 。 若 浸 有 阻力 ,期 自 有 撕 动 由 [32] 中 的 公式 来 表 尘 ， 
r= А sin (+), 


А 2 2 ы ç . 
АЛИЯ += H Т= ЖЕНИЯ, HEA q RPE 


(79) а=» 


ЗАЛЕ, q ЕРУН ТН ВЕН ЗЕ ИЯ НЕЕ Но» 
如 此 ,对 从 量 A 我 们 得 玫 |: 


(80) 


1 
> У, 
其 中 q 的 意 六 上 面 已 经 解释 了 ,至 外 常量 y, WEWERE M РКУ. 
hj h RF. у 通常 也 很 小 ， 於 是 
若 TEER, ША BERG ay: 
оз ЕНЕ У ВИЙ, 
Е 

ЕВЕ (76) th, 分 子 分 母 用 #1 
除 , 得 到 公式 : 

(81) cos ô=(1—9°); 

Bin $= 49, 
НЕЕ ФН 
=. 

Ж ЖЫШ ç RENIN T. 
BIKRI q 的 画 数 的 量 X NEK 
值 。 篇 此 只 须 求 出 作 篇 gz 的 画 数 的 
A=- Hg" 


23. 


Ө ЛШ» THEW, & 4®=1— Y Bp, НИНЕ ЛЕШ, HE 85 fü 361 (9-7). 
由 此 推 知 ,党 


(82) «=\1-* 


110 ч 等 н 学 жоош 


—r 


时 À SEERA ЇН П H 0 


当 y (R ЛЕНЕ X Wi KANE q m ЕВИ, НЕ TRER ,建生 最 大 
PORREN АА EB Bi u ARAT ВНЗ о ХЫ МЫ ПБА ИЯ 2 ARE 阻力 的 存在 而 产生 的 
量 Yo 

EAJ H] 7 三 0 REA q FALRA REKE ПЕ Ко 

Eiche FBA ET h—=0 ЕЩ о, 方程 (73) 就 是 
(83) ж” НЕ Ж=Но вт (Фо), 

АЛЕНА АГАЕ. [74] 的 形状 。 

ВИН АСВ ВЕНЕ, FEL 58 A f 


Н 
= et cosl kit Po), 


свт t 作 篇 因子 [29] 

再 回来 考 讶 有 阻力 的 情形 ,就 是 А50 A. HPS B БЕ X RANEH 28883 
值 以 熏 就 很 快 的 下 降 。 当 y 很 小时, 由 公式 (80) THREE ТА. EAI (81) 中 代入 以 
À max 以 及 公式 (83) 中 的 4g PREA ВАЗЕ: 


| y 

сон i=7Y 1, вір ii- 一 一 和， 
] у? А "ү? 
\1-4 ka”: 


ВЕНИКИ Y 很 小 时 , 相 之 差 о ( — ” ), 

现在 回 汉 公式 (77)。 当 t ВЕНЕ, КН ВЖЕ ВИНЕ - СА 
ВАА. BERMA v HKA REETIS Т. НВ РР Е ВЫХ 
有 下 述 的 现象 发 生 : 当 ТНУ ИРЕНА, ЗН НОВИНИ, 以 生 
T PANAR RARIS. EMARE. ARRIARAN: N 
Ап), TE ERRES. 

ETENA AENM EEA: 


Ули ЖАРЕ НО ИРЕН А Дня ili 


т 
(54) ж” --орх-|- 2 = > H; gin (ше -Ф;). 
¿=1 
н J Ra УА ИЕР РЯДЕ: 
N; an (wt tpi + 8; ) =Й Da =» mJ, 


其 中 的 №; 与 5i, 沉 方 程 的 有 和 芝 已 知 时 ,由 公式 (575) 与 (76) 来 确定 。 所 有 的 外 力 之 和 就 对 应 
从 下 还 讳 味 巡 振动 之 和 ,就 十 襄 , 廊 程 (84 AYIE д [29 | 


н 
(55) s= У N; sin (од), 


{=}! 

ЕИ, 如 时 方程 (84 ЖИ ИЕ ИЕ О kn 655 ‚ЖЕ ЭЙ ЖИЙДЕ (ИЕН 
来 确定 它 个。 

识 我 们 可 以 改 炙 Б” 的 大 小 ,就 是 改 缀 自 有 振动 的 通 期 т. 适时 就 有 下 面 的 现 条 长生 :党 
7 ЕЕ НИЙ z, НВ БЫН ЕИРЕЕКЕЗИНЕ АЙ J т 再 改 缀 时 就 很 

НА ЛВ НЕ т Е т, 哇 ， 它 就 保持 很 小 , то SEERA LR 
ПЛЕН, А РДЕ. 

遵 些 杖 大 值 可 以 售 释 作 与 方程 ( 34) 右 过 的 外 力 之 一 的 共振 现象 ,而 71, то, зз ВИН 
出 性 些 外 方 的 遇 期 的 近似 值 。 把 外 有 据 动 的 过 期 放 在 栅 轴 , 泻 这 撕 动 的 振幅 放 在 继 轴 ,就 得 
НАВЕС. 

тт (в нй ВР, ЯС 85 ИЕН НЕ СЕРА EREE o; IE UE b; 
о Н А Е ОВЕ ИРА РЕ Np MIAR 


(Rj — о) 十 - 41а? 


ПЕ k; ЛА ор, ААТ Н A KU: 
Нуһ; N 
34. ША ЖЕНЕ 
(88) x” +k’ ОЁ), 
RIRI TCE 有 等 殊 的 特 徽 ， 就 是 它 只 在 一 向 由 #=0 到 t=T ПИАРА АЛЕН, 
ЕВЕ y t pkh E pE АВЕ, Gisa i a 
方程 (886) 的 一 般 积分 有 下 面 的 形状 L321 


T=0 Cos kt+C, віп +. ИО sin k(t- u) du, 
+ 
0 


观赏 【=0 时 体 对 在 平 街 位 置 而 无 初速 : 
(87) “| ,=* | ,=0， 
1:8 E D ЛЕ ШЕТЕ ЕЕЕ ЕКЕ 
, 
s=} (уи) sin Б(#—шуайи, 
0 
RERET ЕЕ ТИБИ. 
ЖЕРТ 时 ,所 有 的 积分 化 篇 沿 区 阅 (0,， 全 的 积分 , 因 篇 由 条件 
Ж w>T №, f(u)=0. | 


并 是 推 知 
т 
ЕТ Вх =>} sin #( t—uydu 
T T 
z 一 工 Bin kt ff Cu)oog ku du— leog kt (fuin bu du 
k a E А + 


РЕЖ AERO, T) E WEES /(ч) BEN ЭТИРЕ Н А 
定理 ГІ, 95] | 


T T 
Гы) вов ku du=cog к.т (уси) fi 
0 0 


(0<0, № 0, <1). 


第 二 章 ВЕР h Fe Ал Б РЕНН ИНЕ 113 
T T 
f C) sin ku du=gin kf, T |) du, 
Ü 0 
我 们 假定 外 力 ТВЕН ЖЕНУ т = T НЕ ВВ, 


Т 
AFRE S&T 2т xet ТАУ, А-О соб, Т, AFRE sin bT, 
23433: 


(88) r=; lsin kt, 
其 中 
Т 
а | fidt 
0 
ЕВ о 
ЖИ ШӘ ,方程 
ж” + =0 
АЖЕ 
~ —0; x' ==], % 


的 局 [32] RAR (88) —F REIT ОЪ RHR И ARDRE HERRE 
Ai RARE MDAA ERARA Ef RB НО А ЯЛЕ Т 的 自 有 振动 。 
35、 嫩 能 作用 的 外 力 МЕНЮ SC) 以 另外 的 假定 ;就 是 一 一 力作 用 的 全 部 攻击 
(0, T) 可 以 分 篇 岗 个 区 阅 (0, Т,) (Т, T), 在 第 一 个 区 问 上 力 增 加 ,让 第 二 个 上 沽 小 ， 
此 外 王 假 定 自 有 据 动 的 肖 期 ?= 了 与 力 增加 (与 减 小 ) 的 期 间 比 较 起 来 是 很 小 的 。 
回 到 方程 (86) 的 具有 霜 始 条件 (87) 的 解 。 应 用 分 部 积分 法 划 昌 注意 f(0) 二 0， 就 得 到 : 


a= f (u) cos k {#—) 


УЕ ify E ‚4 

Р т ; {ф-ты 
Е реу (u) сов А (t-u) du 
(89) 


t 
=} Ло — x f (и) сов kh (2-и) du. 
0 


第 一 项 去 ЛО 叫做 由 力 f( 直 所 半生 的 车 差 度 。 若 由 方 稳 (86) HER z” 的 一 项 ,也 
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就 是 忽略 作用 力 的 动力 特 徽 , 我 们 就 符 到 过 个 表 和 过 式 。 
ВАНА НЕ CEE ЕВЕ, АНН эра? 作用 。 肚 个 第 二 项 可 


以 写成 下 面 的 形状 : 
4 
-i j Pou) сов k (t—u) du 
0 


(90) 


t t 
= –1, соз kt f re) cos Ри du— ls нїп kt (а) sin bu du. 
0 O 


ЖЕН RE LT: 的 情形 。 於 是 一 般 徽 商 S CO) EER (0, Т,) 上 是 正 
的 。 对 从 着 个 微 商 ,篇 对 论 起 来 简 蛙 起见, 我 个 假定 在 过 区 了 间 上 它 是 下 降 的 ,就 是 就 , 力 的 增 
加 随时 间 傅 来 愈 慢 。 现 在 来 证 明 ,在 所 作 的 假定 下 ,等 式 (90) Ат НЕНИИ БЫ ИЕП ДАВ. 
小 的 。 我 俩 只 考 卡 含有 sin ku 的 一 个 积分 。 可 以 用 类 似 的 方法 考 谍 第 二 个 积分 。 

分 整个 积分 区 间 《〈0, г) ВЕЯНИЯ НИИ ТЕЛ 
含有 的 整个 牛 遇 期 的 数 日 是 m, RE 


zS! < (m+1)>- 


过 时 使 得 : 


> 
j rC) gin ku du= f Ј'(и) яп бы аи + f гог) din бы du, 
0 0 


T 


z 


т 
у £ 


+ f f(u) sin ku du + | f (u) sin w du, 


(т-1)5 "т 
一 般 就 来 ， 最 后 的 区 辣 (тт. t) 小 认 工 。 
在 每 一 个 由 整个 积分 区 间 分 下 的 区 加 中 ，sin ku ЖЕЕ, ИНГЕ ER UI, 
95], ЗЕЕ #т=2т, ТАНИ 
(8+1) (2+1), 


8+1 
f Риу sin ku du= f'( us) j gin Ew du =-1/ (w УГеов ым), =(8 Jy 


= s 
+ T т 
8y 35 
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=—--/(и) [сов (2+1) т-еоя sr] =(—1)* (ши), 


; 
в 


< us < (8+1), (8=0, 1, 2, = т-1). 


Пя У Е А р ВИН): 


t 
J Гы) sin ku du = (1 Z 8 f'(un)y3tsh OLIKI iB ти 


т 
72 
5 


HERPA: 
í 
ЗУ) sin pu u= L [У (мо) fr (ин) — + 
Ü 


HITI ai) 十 (一 ] 2 0 f'(m)] 
ЖН TO) РЕНИ E Е rh 2 SB ЯП Ж ЛЫ $e ЗИ На АЕ, PHT L) 
整个 和 有 (+ ) 号 ,而 小 蕉 第 一 项 ГІ, 193]: 


t 
0< f fu) sin ku du «1+ (ии). 
0 


т ЕЛВЕ, (u) 近似 等 起 西数 Au) EER (91, u, +r) Е ГІ, 
50], ЖЯ, т/ (u) 过 似 等 父 在 一 个 时 间 区 阅 中 力 的 改 记 , IB ТИ В ЕКА БВ 
ЖЕНА АЛ 

Жа ЇЙ Ка] Ба pa Jy НЕ 1ш nise d БЫ B ВЕЕ Ж ALATA, И ЖЕЛЕП Ууз ЧЕ ЖЕП 
Б-ТЕ ЖЕБЕ Ж „ИД 


t і 
К f Cw) sin ku du R J ra) сон ku du 
0 


0 
的 络 对 秆 就 很 小 , 热 是 根据 (90)，* 等 式 (89) 训 过 的 第 二 项 仁 第 一 项 比较 起 来 是 很 小 的 量 。 对 
但 力 沽 省 的 区 了 间 的 考 感 让 以 上 所 讲 的 汲 有 什么 不 同 。 所 以 ， 若 让 有 振动 的 遇 期 与 力 的 作 用 
期 间 比 立 超 来 是 很 小 的 , 风 由 这 侦 力 所 产生 的 差 度 可 以 鸣 定 作 如 翘 度 。 
ш ЛЕДИ ЗЕ, т Т 比较 起 来 很 小 时 ,应当 可 以 名 略 在 时 疝 区 间 топу АЖ. 
АЕ УЕ Е, ЖАНЫ S U) 不 是 直下 降 的 ,而 有 一 个 极 大 值 , 示 种 情形 在 宾 用 中 时 
党 沁 玫 ;在 道 情形 ,以 上 所 作 的 讨论 的 主要 琼 索 仍然 有 效 。 所 不 同 的 只 是 当 估 计 交错 的 和 时 
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我 俩 要 分 它 坊 两 部 , 间 侦 和 中 有 一 个 经 对 值 最 大 的 中 转 项 ， ESER F (t ВОВ WR B 
那个 部 分 区 辐 。 

砍 定 外 力 所 产 生 的 静 差 度 的 可 能 性 ， 半 准 记 儿 近 个 外 力 的 八 器 是 很 好 要 的 。 作 篇 特例 
我 个 讲 一 下 敬 汽 机 的 指示 器 。 它 附 在 一 侦 带 有 活塞 的 汽 简 上。 二 个 活 窒 受到 藻 汽 的 里 力 於 
ERMAR. 

R 5 是 活塞 的 面积 , J GARTRE kh ki 
ВИЖ, ЕВЕ. EEN EE 

та" =—Ё} шж-{-в f (t), B л” БЕ?) 


其 中 
= fi f (z)= г 


ж 的 大 小 由 公式 (89) ЖЕЕ зи 2 58 АННА. ВЕНА, 5 
使 得 活塞 在 弹 移 上 的 自 有 挨 动 的 过 期 与 作用 力 的 期 加 比较 起 来 是 很 小 的 。 志 时 指示 ВЕНЫ 
ERR SO) 的 面 形 , 就 与 外力 的 图形 十 分 逼近 ( 落 一 个 常数 因 于 )。 铬 肘 力 增加 的 很 快 ， 划 在 
Ba ЖЗ TEB ЯДЕН НОВА БЕГА ИН „АЕ САВАННА Л, ДЕЗ АЕ ЈЕО ААА Уу [ШЖ 
ЗЕ ВИННАЯ АНЫШ 

36. ЗН СЕАНС RRR ЕСА В) Е 0 
ЖИЙИ ВТЕ АВ, ЗЕРЕН АВ ЗЕЕ ААА 
两 个 力 P ВЕЧЕР, УЛА n) BE TG НОЯ В ЕК [126 ), 则 在 一 定 
大 小 的 力 的 作用 下 ,可 以 使 得 人 支 杜 的 坦 才 曲 ,过 种 构 曲 就 恰好 是 使 它 
骏 议 的 原因 。 求 能 狗 产 生还 样 的 橙 曲 的 力 的 问题 (ТЫН) “ЖЫ 

曲 问题 ВЕН G he B W В 

ОЖ АВ МЕД; Е BAREEN МЕ Е B 
I ЕДЙ НВА ДЕ, ВСЯ НЕ НЕ ЖЕЛЕ ДЕГЕГ 16] 

由 支柱 的 端点 4 消 它 的 朝向 端点 B 引 ОХ 轴 , 再 过 点 4 ЖЕҢ OX МЕҢ ОУ №. 
ЮН У по ТЕН КЕНУЛ ИЗАР ЕТЕНЕ РЕ >; 
O D МАНИ НЕЕ А.Н. Крылов ВЈ 7. “Некоторые 
замечания о крешерах и инднкаторах”, Известия Акздемии Наук, 1909. 


O ЖЕҢИП И Jy P зн С Ри), 


[ш 26. 
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(91) .EI а= — Ру 
Р 

或 者 Е “= ут: 

(92) ЕА Y L фу = 0. 


送 方 程 的 - ВВ: 


(93) у=С, воз gz+ C, sin qz, 
200 А ЫШ P НЕЕ ОХ ШЕИ РАЛЕ: 
(94) y | == y | = 0, 
х==0 x= 


ТЕЕ, АДЕЛ А) E Pro EI mR ЕП ж ИЕН У Ж 
Ж У 的 值 。 在 休 件 (494) 中 只 给 出 图 数 y 的 值 , 不 过 和 输 的 是 当 自 稀 量 取 南 个 值 时 的 ,也 
就 是 在 区 间 (0, Г) RNAI En PEGAN AER РЦ t Fo 

在 一 般 积分 (98) 中 代入 以 z=0 8 r=: 

(95) 0=C1; 0=С, совт +C, gin gl xk C,=0; O, sin ql=0 

BNA RRRA О. 一 Cs 三 0 ЖЗ Е у=0, ЖЕНЕ о Ж 
ЧАЙ А БОНУН, 必须 使 得 C. 0, CAAA Se 4849 віл 410. ДН, q ШЕЯ 
中 一 个 值 


(96) q 一 т. (s=0, 12 .). 


ЯП 5—0 使 得 q 及 у 都 是 寄 , 於 是 仍然 答 出 浊 的 弹性 曲 糠 。 常 s=1 Вр, СР 
g АЗЫ: 


F = i: 
P | 
把 过 个 值 代 和 人 到 等 式 q° = ру 中 ,我 们 就 得 到 能 使 支 要 舞曲 的 最 小 的 力 的 大 小 : 


| „ ТЕ 
(97) Р.=Е1 qi= р, 
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Ели ОНИ). 
Ж P=P, E ERRARE: 


т 


УС, Bin =, 


ВА E MARATE k б НУ — НЕ (№126 )о ЖЕТЕ F „РАНЕ Ву, Tj УВЕ r +H 
КЕ. 
设 在 公式 (496) 吊 s 二 3， 求 得 : 


qa су; 
АЕА НАЈАВЕ ЛЕ 
| . mr 
yy 二 Cs, Bin- y} 2. 


НИ НИНЕ, 
ВЕНЕ, 已 。 应 有 的 大 小 是 


就 是 说 , 它 是 上 一 种 情形 的 四 售 。 

Е s ЛЕОНЕ НИ, 就 得 到 支柱 的 轴 可 能 有 的 汐 曲 的 平衡 形式 。 它 们 由 对 订 数 目的 正 
发 曲 粽 的 拱 钼 成 ,而 且 直 要 产生 如 此 的 竹 曲 的 力 与 扶 的 数目 的 平方 成 正比 。 

只 是 需要 提出 ,微分 方程 (91) 是 党 把 凰 曲轴 的 曲率 取 作 等 放 二 和 级 徽 商 时 的 近似 起 ,所 以 
а ДИИН РИШ а BEAY 
程 的 -- 般 积分 (93) РЕЗ BIRDAN ВОЕН ЖЕНЕ T, ЖЁН. TEEI зевак 

кю. 

ВАА А ЛЕШ ЕНШ ЖИ ЗЕЕ ВАНЯ ШУЛ Р 逐步 增加 时 ， 支 要 起 先 
EREE ED P ЖШ АВАКОПЮНЕЕМН P， 的 某 一 个 大 小 时 , ЖЕНЫ 
皇 现 出 显著 的 构 曲 ,以 后 党 P 增加 时 , 它 非 常 快 的 属 大 著 。 

НЕЖИН (94) ИЕЛ ЖОНДИ ЕВР, 粮 性 方程 的 解 是 唯一 小 定 的 。 当 有 
УШ ШЕ НА ЗМЗ, 情形 就 不 同 了 。 在 方程 (93) 中 保 数 q 存在 有 基 榜 的 例外 的 值 ( 96)， 
ЧЕКОВ ДИКИЕ y=0 №, ПВН ЫЯ кй ВЯ 
子 外 ,是 陵 定 的 。 在 下 面 所 主 的 例 中 [37], 有 完全 类 伏 的 情况 。 | 


ч 


24 


POE БАШ О DERN J КЕЛИНИН ЖЕ АПШ 119 


31. ЙН ЗМЕИ ЕН, Н ДЕИН A FOR6UE 9 Se НЕ: 当 角 速度。 
МЕЗЕ ЈЕ АЈ ИЙ осот 时 ,过 时 着 个 轴 不 再 保持 芋 穆 形式 而 闭 始 接盘 ; 此 和 后 o 再 
增加 时 ,过 的 温 先 行 停止 ,以 后 当 осоо ыы F 去 。 ИЯСЕ Я 
的 解释 昔 且 计算 临界 速度 : э, ox, `“ 

-- 般 戈 来 , 旋 生 轴 的 平衡 形式 是 直 统 ,但 是 在 上 述 噶 界 速 度 时 , 除 直 粽 的 平衡 形式 外 , Sd 
可 以 有 动态 不 衡 的 均 曲 形式 ,过 时 任何 的 偶然 原因 可 以 直 起 轴 的 网 曲 ,过 就 是 接 泪 之 所 以 发 
生 。 

ЕЙ ЛЕНДӘ x 二 0, 2=1 АЕ, 像 以 前 一 榜 , 用 y ЕЕК. БЕКИР, ЛЕНИ 
的 每 个 单元 dz 上 ， 作 用 有 肯 心 力 宁 e?ydz， 其 中 р 是 单位 县 的 四 的 重 最 ,9 是 重力 加 速 
度 。 拒 过 个 力 货 作 连 篇 分 何 的 页 载 , 根 据 方 程 (中 ) 寂 (32)L[16], 就 得 到 : 


dig pw? 
Е = g У 


(98) = gE1” 
就 有 : 
(99) ` ТУ —gty=0. 


对 说 的 特征 方程 r+ 一 q+ 二 0 ЖЖ: +q: gi, MAON- RE: 
ИО ое О: сов 9%-С, Віа 92. 
ТЕКТЕ РЕН 58 , Pt te ЛЕ НДӘ ЦАН ЕТ ЗАЗ НЕ РНЕ: 


d?y 
— аж 


_ Фу 
ам 


=0, 


$ wl 


a" 


X == Ü X < 


+S rE, EMAER ЕШ) ЛЖ: 
| + Ce 十 C, = C, + C, — C|, = 0; 
(100) сё 十 Сети С ЕЗ cos У C, sin 91-0; | 
Се 十 Сет — С, соѕ а1— С, sia gl =0. 
аи: 


(101) С, =0,=0,=С, =9 


ВИЗ 3SIME SIR 35" 0, НОРЫ ЖОР о MERRE 9 的 那些 值 ,对 厅 它 们 
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方程 粗 (100) 有 不 同 本 (101 ) 的 解 。 
Ҥч ЗУ ЯН (8 Jy 9 В: 
С,=-0,; С,=0. 
代 人 到 和 后 两 个 方程 中 ,就 得 到 : 


б,=С„=Су=0) C,sinql=0, 


ВАХ CD， 则 应 当 是 gin 4—0, ДЛЕ g 的 值 : 


( 102 ) Я жый 


HAAA) ЖААЖ УЗЕ УТӘ ЛЕ ВУЗЕ 5: 


$2? Elg 
s= И p 


(s=1,2,:--). 


(s=1,5,3,:-- ). 


38. 名 号 方法 ”现在 我 们 来 讨论 一 个 新 的 方法 ,用 以 求 常 傈 数 乏 性 
方程 或 常 傈 数 牺 性 方程 租 的 积分 。 遂 当 的 推广 到 个 方法 ， 也 可 以 应 用 
礁 比 较 补 杂 前 问题 。 运 个 方法 的 要 点 在 於 把 对 自作 量 i 求 微 商 的 运算 
记号 记 作 因子 D, BIE ARAR AE EE 0 дЕ t ВД 


个 函数 ,期 
— 7 , УМЕЛА KJER EY з 
(103) D: = а 
者 а 是 常数 , 旭 题 然 
(104) D:s(am) = a D°, 
ЭЕ, воля A TAHEA RE nf АЗ РОЮ) 是 DD 的 具 
有 常 你 数 的 多 项 式 : 


ЕСП) == qo D" -|- арс! sasa з Mad) - Флп, 


ЖЖ 了 (CD)% 确定 作 : 
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i 


F(D)x=aD"x 4 а," 4... а 
dr e ах ах 
=Q жт Ta Z= +... - а, oT а X. 


车 P1(D) № 9.(0) Ж, PD) женя, HE 

意 公式 (104) 甩 及 显然 的 等 式 Б! ("2 =) = "1+" д, Я: 
@,(D)|%.(D)z ]—= 2?( D )z, 

НМ} ФР) 与 PAD) пуа, 

同样 , 题 然 有 

|P D) +P D) Je =p (Dr + @,( D z, 

ВЕЛИКЕ ФОР) Ж PD) š PR fi Ba 48% P. 

Жп, 9 EERTE Е ER ЕЕ ДЕШЕТ ЕЛЕП 202950, 

НА (104), 常数 因子 可 以 提 到 记号 多 质 式 之 前 ， 就 是 就 ， 与 公式 
(104 )$Р o RITA 


19 Х -- ах == 


ЕО) аз=а ЕР), 

УВ ЕНАЖЯНА t Py F Н ЖИЯШа БОКЕ» ЭЖ ТЕА АУН РИА 
А: 
105) Е(Р) (emt 2) = emt FO D+ т), 
其 中 m {Б BAAR, emt 形状 的 因子 可 以 提 和 到 记号 多 项 或 
ZR RURAR РЖ (D+ m) REN, 

ой, КОР) е =) 由 ans Ds(emtz) 形状 的 不 租 成 ,於是 内 须 
东明 状 崔 每 一 -个 过 樟 的 项 公式 (105) 成 并 ,就 是 膏 , 只 须 广 朋 公 式 


(106 ) D:(emt z) = emt( Рт), 
КЕ ЗЭ) ЖЕЛИН ЗЕ ЧА ЛЕ А6 ТЕЛ, ARALL 53]: 
[)#( emt) . == (ет: ус) жа. (Сет усет) д C2( emt) 8-2” 十 


СЕЕ" emt сг), 
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其 中 上 角 括 号 中 的 附 标 指明 对 t 的 颖 级 微 南 的 级 数 , Cs 是 由 s 个 元 素 
ЕХ ЕАН Д, (е) 07 трет: MH 28 = Рох, 把 em 
提 到 括号 之 前 ,可 以 写成 : 
Dš (e™ x) е" (mx Cim Dx -|- Cim Dx ... 
+ Своих... Ох) = et (m +- Сут-1р + Cm D? 十 
| 4-...-}-СЁл#*р* А-...-|- D°) x. 

ЁЛУ; (106) ARH. RERA TEMAN K 公式 
(105). 

EREE D үрк ЕВА, MEI, D 700) 
Tie E МЕ УЖЕ 
(107) Dsm. = f (t) 
ВУЛЕ, HA Y DE FB ЙД D f(t) 有 礁 定 的 意义 ,限制 取 方 程 
(107) 894832 РИН 
(108) Tli 20 _ =a =g |, =0 


Е t 二 to 


的 解 。 换 名 话说 ,就 是 算 作 [15] 
{ 
(109) 27° (2) = — | (2— и)! f (u) du. 
ну, ТРЕ (107) 9-Е [15]: 
(110) x=D-*f(0+ Poa (= ту | (一 oa 二 Pi 


其 中 Р.Ю ЖЕМ (8—1) 次 多 项 式 , 它 具有 任意 的 祭 数 。 
ВНИИ (D-a) f (t) 确定 作 方 程 


(111) (D—a): t=f(0) 
的 注 是 条件 (108) 的 解 。 篇 要 求 过 个 解 , 引 ЯН БОЛДА 


n£ 
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(112) де z, 
А (т) ННН (105) Е E „ЖАННА z 的 
方程 


(113) е (D+ia—a)z=/f(t)  D'z=e% f(t). 
运 个 方程 的 请 足 人 条 件 
(114) 2 == =, 


的 解 ,可 以 由 公式 (109) 确 定 , 只 可 在 其 中 用 ew ОЖ (t: 
z 


1 
2 = | (t — u) tett f (u) ди. 


不 过 由 公式 

Dis= Die” z=” (D+a)iy (1=0, 1,2, =, 8—1) 
推出 ,者 2 WERF AAAA ЕҤ © 满足 休 件 (108)。 
把 求 出 的 z 的 表 过 式 代 人 到 公式 (112) 中 ,就 得 到 方程 (111) 的 未 知 解 : 


上 
(115) (D — ao~ f (0) = m j (2 — u) e f (и) ди. 
fo 


WHF (113) ARRE e” ,就 得 到 方程 (111) 的 一 般 解 ,就 是 
=(D—a) f(O +e P, (t) 


аі | 
(116) = = j (t — u) e f (u) du + eat Р, (B), 


其 中 P._, (£) 1 (8— ШИ E Д.Е. КИЯ. 
特别 是 ，f (t) =0 时 ,得 到 方程 
(117) (D—a): z=0 
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的 一 般 解 具有 下 面 的 形状 : 
(118) х= Ps (t). 

39. 常 保 数 高 级 名 次 穆 性 方程 MRR n ЖИ ХБ ЕЛЕ НН F 
面 的 形状 : 
(119) GO а ТО. 403-1 9+ а, ж=0. 

用 记 跳 因子 忆 来 到 对 了 求 微 商 的 速算 ,下 引用 多 项 式 

Ф( D) = Р" +0 DI На, О + ал, 

可 也 把 过 方程 写成 下 面 的 形状 : 


(120) Ф(Пух = 0. 
ЕНТО (119) ЈНА: 
(121) та" ji... ра,“ An =O, 
MGNDA ki, ko, --- km EAR Ti, Т, с>, Тм: 
(122) khit kat 4 Ea =. 
把 多 项 式 P(D) 分 解 因子 ,方程 (120) 就 可 以 写成 下 面 的 形状 : 
(193) (D—r) (рт)... (р) m= 0. 
依照 公式 (118) [38], HE 
(194) (Ю—ть„)*" z=0 
其 有 一 般 解 
(195) 2 一 6 Py -i (D, 


其 中 Preni (t) 是 具有 任意 傈 数 的 (加 一 1) 次 多 项 式 。 
显然 ,公式 (125) 答 出 方程 (123) 的 解 。 实 际 上 EREA (125) К 
АВЕ: ВИ (D-ra) 的 结果 得 到 雳 ,而 运算 
(Dr) (万 一 ay ... (Р ты)" 
作用 在 雳 上 显然 也 输出 雳 。 交 换 因 子 的 位 置 ， 可 能 使 得 靠 着 z 的 不 是 
BW-T(D—r.) ,而 是 任何 的 另 一 个 因子 (D—r.) 。 如 此 我 们 可 以 肯 
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定 存 在 有 一 串 特 殊 解 : 
(126) | z =e Pr, (t) (8=1, 2, т), 
Ж Ра С) АНЕ АЯ (k — 1) 次 多 项 式 。 

在 公式 (126) 中 答 s РАН 1 到 m 的 所 有 的 值 ,再 把 如 此 得 到 的 解 
相 加 ,号 有 方程 (123 ) 的 解 L261: 

(127)  s=6 Pr (t) +e" Рь„-1(%у-ҥ-- +e" Pp 100). 

任何 一 个 具有 任意 傈 数 的 ( 久 一 1) KEEA Р, _1(t) BERA k. 
个 任意 常数 ,於是 根据 并 保 式 (122) 扒 知 , 解 (127) ЕН п 个 任意 
常数 。 由 到 个 情 党 可 雇 想 到 ,公式 (127) 稳 出 方程 (119) 的 一 般 解 , 战 苹 
说 ,过 个 方程 的 任何 解 包 合 在 公式 (127) 中 。 

党 m= 1 时 ,天 是 以前 在 138 中 我 们 器 明 过 的 公式 (118), 如 洗 只 
ЖЛЕ ЗЕН , 若 我 们 的 肯定 对 於 ( — 1) 个 (也 一 六 形状 的 因子 的 情 
WEEER, WAHE m ЧН Р-Р, ДЕЛЕ АЕ Но 
方程 (123) 可 以 篇 成 下 面 的 形状 : 

(D — 1)" (D — ra ...(D—r,-) y =0, 
其 中 | | 
у=(0 r," x. 
ЗЕЕ Е АУА ENH Cm 1) 个 因 于 的 情形 是 正确 的 ， 所 以 
ЗИК у 有 一 般 解 : 
y= (D — тит" Qi) eQ. (0) +... + 
4-ет-* 9,1100. 
其 中 Qr) 是 任意 的 《4 一 1) ЖДИ 8 


(128) m= e g, 
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р*тг = 6770 00 е2" бы... 

Herrian Q, _ — (P. 
ВНЕ OREZ k. Ж, АЖЫЛ (ha — 1) 次 多 项 式 F151, 就 得 到 
并 於 z 的 一 般 表 过 式 。 不 过 ,我 们 知道 LI, 201], К с" ме 
k 灵 多 项 式 之 乘积 的 积分 仍然 是 过 形状 ， 就 是 说 ， > 应 党 有 下 面 的 形 
ЖА: 


¿= ¿”mt p, 10967" Pma O +... + 


二 em 一 一 人 р, (0) + Pep—1 (f) 


"E ei 


根据 (128) 得 到 ，2z 巍 当 一 定 具 有 公式 (127) 所 答 的 形状 , ЖЛЕ ЗЕ. 

特别 是, Ят ФЕ E Jy ЖЕ НЯ Ei НОЖА Ab В. YE AR, 上 则 所 有 的 多 项 式 
Ри (t) AB238282 Ч =) MER ЖИЛЕТ С NEJE 
НО — ЕРИН F BIJA : 

ха= Се" Се"... Се". 

我 们 算 作 方 种 (121) 的 保 数 莉 是 实数 ， 不 过 它 的 根 中 可 能 有 福 根 。 
在 解 (27) 中 对 巍 於 它们 的 项 不 妇 化 篇 实 的 形状 ， 只 要 把 指数 西数 释 换 
= Я. вх ЖЕ (121) Н— J k EHM (74-81), ИЕ 
ДУ F EARRA : 

EYEE Sea (E) е7 807 р G= [i g, , (D +e Tea (tJ, 
其 中 Srat) RTG) 是 具有 任意 傈 数 的 (5—1) 次 多 项 式 。 代 大 以 
Xt eos 8t+ ¿ sin 58; g% 
就 得 到 下 面 形 状 的 解 

e™ CUr (t) eos t+ V1(t) sin 80, | 
其 中 Urat) МГ. АЖ P 9k (0-1) х 200920, м 
Srt) 88 了 -1(t 有 下 面 的 天 傈 : 


е = с05 8 一 2 зіп ĝt, 
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Urm (t) = SD —Т„—1(Ф); Vra lt) =[ S;-, (£) — T kalt]. 

由 以 上 所 述 推 王 下 面 的 法 则 [上 27j: 岛 要求 出 方程 (119) 的 积分 „= 
要 作出 对 应 的 特 微 方 程 (121) 苑 求 出 它 的 根 。 任何 一 个 kK ERR Рг 
对 应 一 个 下 面 形 状 的 解 : 

в Pars (E), 
其 中 Pi- (t) 是 县 有 任意 保 数 的 (kK' 一 1) 次 多 项 式 ; 任何 一 对 K ЕҢ 
ВЕ БИЛЕ = У 51 Е ЕН 
е 0,100) eos 8t+- p(t) sin 50, 

其 中 U(t) 81 У- (t) 是 县 有 任意 保 数 的 (Kk 一 1) KSAR. 如 此 
得 到 的 所 有 的 解 相 加 ,就 是 方程 (119) 的 解 。 在 单 根 的 情形 ,所 踢 的 多 


项 式 是 任意 常数 。 
40. ВИЗЕ ЕВЕ Е JARRESTA THEN 
(129) p(Djs=f (t), 


其 中 SO BRENER ЗРЕНИЕ ЖОЛЖАН — ЖЕ 
fu ВАЗ НЕКИЕ (199) ЧИНА BEEF) 
АО, ВЕЗЕТ ХОБ БЫ 
了 [25]。 可 以 利用 记号 方法 来 求 所 说 的 特殊 解 。 把 有 理 分 式 57y 分 
解 篇 部 分 分 式 L1, 196]: 


由 公式 


AD 
(130) Е (2) = Y > = (Py 
== ==а1 


К — а 501), CATAE: WA., KR [381] 中 公式 
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(115) 3-Е ЮЗ: 


. A (4) e's —1 est 
(131) (57) 7 0) = А; (а — 1)! т 6—97 J (и) du. 


A EAH ‚АА (130) ЯН УЖЕ (129) 5—18, ВХ Е, 


ẹ (D) $ (9 = 2 y отл. 


S==] qai 
ЗВ Не Дт.) ЧЕ, НАЛЕВО — т.ч, 
НИЧ] AOF, 多项式 PODAR (D-r) В я ФСР) 
=P D) (D-r), 其 中 Fsa(D) АНА, ЕЯ, 上面 的 公式 
э: 
9 DED= У У 459; (D) 70. 


S= Ym! 
由 2 ру 的 下 解 式 直接 推出 


Y Y д7. (0) =1, Ж, IDEOJ, 


5=1 9=4 

ЗЕ, АРЕ EAA) 7; (129) 0—18. WRES, 
БУНА Ж Е B СО) Р (129) ШИРЛИ АКЛ 
АЛИ ЖР, 

在 茶 些 特殊 情形 下 , 求 方程 (129) 的 特殊 解 比较 简章 不 必用 一 般 公 
A (180), 而 用 我 们 在 [29] На ЖЕ. 

注意 ， 利 用 上 述 的 记号 方法 ， 很 容易 得 到 [32] 中 的 公式 (71) Ж 
《72) 。 

41. Я 作乱 特例 ,我 人 考 上 处 方程 
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(132) 2) 25” Бао eos 8. 

在 过 情形 下 特征 方程 是 
(133) 73 十 2*2 十 1 一 0 或 (72 十 1)2 一 0， 

EA- -EHAE r= +. HERIC ) 的 讲 次 方程 的 一 般 积 分 是 
(134) (Cit +0) cost+(C,t +0) віл t. 

МЕЗЕ b frn A ARH 59 |н 0043), RRE AEF b=0,1=1 W P(z)=1, 
2) =0. ЕИ= =+ а ЖИ РЕД ICBR[29], 需要 由 下 面 的 形 舌 来 求 
方程 (132) В 
(135) w= (аё-6 ео t+(ct+d) sin t]. 

如 果 我 全 把 (132) Нужно АХ ДТ ЖЕЕ Е. RARE, 再 把 右 过 写成 
记号 形式 ,把 (132) 寅 成 : 

(186) (2+1) = в“ + = ети. 

我 人 悄 订 和 当 用 于 面 的 形状 来 求解 
(137) š e= (а#+6)е +t*(ctta)et, 

АЗ А] АЈ 

(Di) (D—4i)? 2 (м+Ь) et (Dti)? (2—2) t? (ct+d) eit= ойр 2670. 
依照 法 则 (1 了 1) 把 e“ № et 提 到 记号 多 项 式 之 前 : 

ей (р+91) D? (at +Ыы?)-+е ( D—94)2 D? (en dn) => et L= t, 

或 者 ;把 D: а НО: 

eë (р? +4: D—4)(6at+2b)+ "tt ( D° 4 2—4)(6%+29) =5 erty Eert, 

В дя: 
[—24at+(24ai—8b)] e+ [940 — (9407-4-84 )] t= eit +5 ей 
由 此 ,依照 待定 保 数 法 ; 


1 ; 
T, 24а —86=0; = 240% 84а =0, 


代入 到 (137 УН , 49388: 


(138) z= — сл eos t— `y Bin t, 


於是 方程 (32) 的 一 般 积 分 就 什 ; 


(139) #=(С:#+С.) воз #4 (С. ЕС.) sin 1 соз t= а gin 2. 
42. HP НЕЕ F BPB EAR 

(149) Pan) + at" 871) Д + 63-1 із ат = 0, 

其 中 ат, as, ---, 4 是 常数 。 者 依照 公式 

(141) (=e 


HAARA E т 以 替代 t, Ду АВЕ, 
H t RARES ВАТ EAF D а, З r KR HELE 
子 жи, НН 
dx dr di „dg 
dr dt ` dr а? 
或 者 用 记号 因子 客 成 
(142) Dr=67 5%. 
УЖИНЕ D, SAAE MEE “5, 就 得 到 : 
D22= e 8( € 6)%. 
依照 公式 (LU 所 表达 的 法 旭 , 把 因子 Е] 5 ВИ, ЖЖ: 
D2z = (8 一 | 95 ==67?Т8( 8 — i 
由 半 个 公式 驴友 公式 (142), 使 我 们 想到 下 面 过 个 一 般 的 公式 : 
(143) Dare=e (6—1).…(8—s+1)%. 
т РАН rape s 个 记号 因 寺 运 公 式 是 正确 的 , 划 潮 於 (s 十 1) 因 
”于 它 也 正 雁 。 我 们 计算 作 公式 (143) ЛЕЕ, РЕАЛ РЕЯ 
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р, 3553818808 692845 е7 5, MEA: 
Dix е7 [ed — 1)... (ë — s +- 1) x], 


нЕ, e” ЕЮ) 5 28: 


DS+ y ече (8 — s) 8 (8—1)... (8-5-4 D x= 
== e ( (5—0... (ü = s-L-1) (8—5) х, 


MB ЗАЙТУН T FIDATI s, 公式 (143) 的 正确 性 。 
在 过 公式 中 用 t ЖЕНЯ 6 ,可 以 把 它 寅 成 下 面 的 形状 : 
(144) ts Ds=6(6—1) . (8—8+ 1)% 
如 此 ,经 过 必 摸 (41) 的 千 果 ,方程 (140) 左 巡 的 任何 一 项 an- 入 
换 咸 下 面 形 钦 的 项 
@һ—; 808—1) .… (8—8+1)%, 
ЖАН НЕ т, HERPE m REARED FE: 
(145) [8(5—1)...(6-в+ 1) +а (8 一 四 (8 一 多 十 2 十 … 
+а,— + G, |2 = 0. 
ЭНЕГЕ ЕСУ ТЕЛ: 
(146) е (7-1) 5 (T—n+1) + qa (一 1 (#—%-+-9)-.... 
+ü,— T+, = 0, 
於是 方程 (145) 的 一 般 解 是 : 
=е "Ри -0(т)+ё*Рь-1(т)+ +е”Рь (т), 
其 中 z, ДЕЛ} 146 ВУ, ^з a ARER, Pral 是 具有 任意 
傈 数 的 ( 必 一 1) 次 多 项 式 。 = 
利用 天保 式 (141) 膛 原 到 起 初 的 登 量 , 就 得 到 三 程 (140 ) 的 解 : 
(147) ж={ Prag t)+f* Ра, 106 В+.--+7” Py 10160). 
#r 78146 ПОРН ВАЕ: ЕЛА, В] МЕС 1402858632 
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(148) д= 01 +650 +С Е". 

PERH, ЗКУ (140) ñ х= 过 种 形状 的 解 ， 驶 得 到 方程 
(146). 

入 有 下 面 形状 的 非 背 次 方程 
(149) {б дсп) ду ле... tw + а, л = {0 РО t), 
其 中 Peg t) 是 1 上 的 一 个 2 ЖА, BIRI НС), ДЕ НН, 
方程 (149) 的 解 可 以 由 下 面 的 形状 来 求 : 
(150) = (16 9050, 
其 中 9016 0) È let {р р ZEA, 8 是 方程 (146) ИЕ a 的 根 的 
数目 。 

殖 代 方程 (140), 我 们 可 以 考古 下 面 形 杖 的 更 普 双 的 廊 程 : 
GI) (t+a)" g ™ +a, (to) вето 

tani (6+4) а, Z=0. 
在 过 情形 下 ,需要 利用 下 面 的 磷 量 替换 公式 蕊 替代 公式 (141): 
cf 十 人 一 6 ， 
BERKA GARE F EHAN 
(+d Ds а= с: 808—1): (8—84 1)%, 

ЕЗЕН У H HED FEC MR ЕО ER о 

43. 常 傈 数 线 性 方程 组 ”在 许多 情形 下 ,力学 体系 的 你 置 ， 不 是 四 
— Ва BJ ЗЕНА ЕЖЕ да, qo, с, 0, 来 确定 ,它们 号 
®А1# ШШ CHARH £ жен НН. 例如， име 
着 一 个 不 动 的 畔 转动 叶 ， 我 们 有 一 个 日 由 上 度 一 一 朗 刚 体 获 鞭 所 转 的 角 
БЕ 04。 刚体 和 线 着 一 个 不 动 的 点 转动 就 有 三 个 自由 度 ， 可 以 取 刚 体 汀 动 
学 中 所 知 的 尤 拉 角 : P, yw 与 Ө, ЕВА, ПР ,或 球面 ,或 
任何 别 的 曲面 的 点 的 巡 动 是 具有 十 个 自由 上 度 的 运动 。 在 平面 的 情形 ， 
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ВА НЕ ЛАЯ > 与 у ЕДЕ ЖИЕ, AEM LHR Р s 
же Po 

a JJ 8 ua ЕВ, E ОАЕ ВЕБ НЕ 91, 90, <, Чё 是 时 间 上 的 画 
Ж, ТАЕ ЛЄК НИЯ RERE, ЕЛЕНА 
ЖЕ Bz ТИҢ 


Q| = gs =: = g; = 0) 


Ж q. НОР UU ADEREN 6 Peti y FE АБЫ, — 


тенеу R 9, 以 及 它们 的 对 上 Ву 88 ЕИ 
ТЕҢГИ ПИН ВЛЕЕ РЕНА F IB 693638: 


| aigi + 2191 + си | 4202 - 594% A- eaga == 0; 


152) F: j ri ' 
( digi -+ egi +- Л: -1- 4292 4- eaga A foga ==0, 


HE qi, 41, 45, 9 2 41 与 9* Ж} £ ЕДЙ 

你 以 前 一 样 ,用 记号 因子 D Жаз t RAREN ,方程 组 (152) 
可 以 写成 : 
(153) | (2,0% -+ bD 4 с) 41 + (a,D° + bD -- су)д» = 0; 

i (9,0*%4-е,0 + fi) а, + (dD? 60 + fo) 4 = 0. 
ФРНЭРЈИЕ ВЕЗЕ Б, Неля, MÆ t 的 已 知 画 
数 。 

人 鲈 始 人 条件 有 下 面 的 形状 : 
qı | #=0 — 910; 91 1—0 = 41; Че кы = 925) Ө» pe = 925, 
其 中 410, io; 90, Фо 是 给 定 的 数 МЕН (153) 9-Е АН 
四 个 任意 常数 。 
ЗИВ ТЕСЕ, ОРИ С ТОЗ ) 的 积 修 怎样 可 以 化 需求 具有 一 个 未 知 
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画 数 的 一 个 四 航 和 狠 性 方程 的 积分 [参考 20]. ЖА, ВАНЯ 上 的 一 个 
MUAR V, S 
(154) qi= — (00 + 60+) 5 gqa=(G,D2+b D+ eí yl 

За W 91 Ж 9 的 表 过 式 代 人 到 方程 (153) 中 ,我们 会 看 到 ,对 
tE saqen Г, НУЖЕН ДЕ, ЈЕ Р НЕЕ К Г ДЕ 
їн (153 ) гр Ж ЧА УЕ о | 

ЖЕ. 154){К А.Ж за {Ю Яз ЛАН, Я-А V Ар 
方程 : P 
(155) [(a,D° + b,D + c61) (daD? A- ор + fs) — 

— (aD? +- b,D eo) (d,D° -- e, D- f) V= 20. 
KH Г, 再 由 (0154) 简 音 的 求 微 页 ,就 得 到 9: 与 g... 
(156) (оте) (7 +err tfs) — 
— (аг +bar со) (dir? +e, }1)=0, 

的 根 是 тз, ть т ть POE 
(157) Г = Ое 1: Се + Ozer t +(2 erat, 

把 过 个 表 过 式 代 估 到 公式 (154) P, AEE Det = rert, Греч 
=” et, 就 得 到 9: Я 0 的 一 般 表 过 式 。 它 也 是 四 个 解 的 寻 性 结合 ,其 

沾 每 一 个 偷 有 一 个 任意 常数 因子 。 例 如 ,; 解 = Сети: 给; 

(158) qi= —бз(азтт+ 65 Ti+ co)eriti а= (Gi ri +b rit ее" и. 

HIRE 156 A ЕК ›за ДЕЛЕ rB hs er uJ, НИЕ 1558598838 
FARZANA А НЕВЕ га bi ДНА V 的 解 : 

Сеа cos bt BH Cet sin bt. 

_ 同 榜 , 若 方程 (156) 有 二 重 根 Ti =r, KARE: 

О D ВМБ a,d, —asd,=0, Яа еа ааа, 
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Ceri? НН Одет! 

ЖИН УЕ, РЕНН ЛЖ ДЕЙТ В W 8 41 Ж. 
ЖОН 9: ВЧ qo Ну-с RAME МВА та, 方程 (156) 是 
(159) алтт-+ 017 + в1 = arit бег! + 6> = 0. 

在 记 情 形 下 ,公式 《158 ) 给 出 的 q Ж 0 МАИ , yt k y PG SH ВО 
АИЛЕ RE C 我 们 可 以 用 下 述 无 法 ， 试 着 补 出 琴 过 个 
失去 的 任意 常数 ,就 古 在 引用 辅助 画 数 这 时 ,不 用 方程 (154) 而 用 方程 
(160) = (О-ва V qa= —(d,D2+e,D+f,)V. 

yy, ИЛЧЕ ЕЗ РЕН И ‚С 1583): Ж ЛЕА Ж А, 
CEKA SOSS Ж-А DIEP 20 ЕВ, {ЛАЙФ A 
30155). Зар, 0158), РЕЈЕС) Т ЖАН 91 与 q. 的 表 
ËR | 

qi= 100507 t eri +F); д = — Cil Чат eri + fi), 

PAF (а 1-е +J) Ж (Фет +f o PAAR RR, 
Ап ЖВНЕ ЕЖЕ УЛЕС 156) =з 的 一 个 解 。 

剩 下 还 要 考虑 一 种 情形 , 就 是 除 关 祭 式 (159) 外 , РИВНЕ 
式 的 情形 : 

(161) darit ет + J 024 вту 4-75 = 0. 

а Hy, Е АУ ЕНЩ RETEA “= 六 的 解 。 但 
是 由 礁 关 公式 (159) 奥 (161) 怜 满 是 , 剧 方 程 (156) 左 浪 的 每 一 个 二 浆 三 
项 式 部 有 一 个 根 是 "=71, MER АВАР (r-r) PEHEZ, A 
ПЧ АЕ ВНЗ. 159 К 161, т=т, 应 党 是 方程 (156) 的 重 根 。 我 们 只 
ЕЕ p= yi 是 二 重 根 的 情形 ， 计 两 个 对 应 於 过 个 二 重 根 的 解 。 道 
КИНЕ: 

(162) Ор = (С 1е' 115 92=0 


136 ei у 8 Es 2 {г 
(163) q =05; 9 = Се" 1'. 


ШК F В, IER EAN 162 ИСА SIFE SIAJA ЛАВЫ 
200159) 900161), РЕ УЗЕ N. 

所 说 的 两 个 解 是 不 同 的 ;内 篇 在 第 一 个 中 q. УЕ, WERL 
个 中 42 А3, 

注意 ,车 在 重 根 т=з 不 满足 (159) 中 的 一 个 天 公式 的 情形 , 划 代 
人 到 公式 (154) 中 : 

К = Оле; V = Oster 1 t, 
我 们 得 到 解 (158) 与 一 个 含有 因子 t 的 解 : 
Чи == — С, (а? - буг, A cg) berit -H C,p ent; 
qe == С» (ат F 5 r, — су) tent -- Cpoert, 

其 中 ру WL ps EER. 

像 一 个 方程 的 情形 一 檬 , IEI A TI FER 

(aD? -+ bD + с!) 4, + (aD? 20 -H с) 4. = (0; 
не | (d D? + eD +f) qh + (daD? esD Л) 4. == f, (t), 
的 一 般 积 牙 是 对应 的 竟 次 万 程 租 (153) М-РН JE X Jy Re thn 
的 任何 一 个 特殊 解 之 和 。 洲 自由 项 зт) № РС) 有 下 面 的 形状 
A” cos Bt+ Bae” sin Bt= De” sin ( бї+ ФУ), 
RÆ (athi) 不 是 方程 (156) КИЙ, ЭЖ РГ Pl РЕЛЕ 
Ж : 
qi= Ае eos pi+ Bie” sin ВЕ; 
qa= Aset cos 十 В.е sin Ві. 

把 过 个 表 过 式 代 入 到 方程 (164) Е, ВВМ © cos pi м 
e” sin pt 的 傈 数 相等 ,就 得 到 确定 A, Bi, Az, B, 的 方程 ， 

像 我 们 将 蕉 一 个 方程 所 作 的 一 檬 [40] 游 於 任何 的 f Ct) Я 7 (t, 
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可 及 得 到 方 穆 组 (164) 的 一 个 特殊 解 。 田 盛 程 组 (164) 解 出 9: 2 9,0] 
ЖП ЗИЛ 91 得 到 
= ерл у цу P КЕРЕЗ, (р, 

рей, MH ACD) REES ECSS ЗВ, ЗН 
АЕ ЛГ 38 IPAR Dr 的 意义 ,就 得 到 所 要 求 
的 方程 组 (164) 的 解 ， 

还 要 提 册 ,利用 [20 中 的 讨论 ,我 们 可 蕊 很 容易 的 把 常 低 数 综 性 方 
程 租 的 求 积 分 问题 化 乱 一 个 常任 数 乡 性 方程 的 求 积分 问题 。 在 贿 Ш 
中 我 们 再 讲求 常 傈 数 乏 性 方程 组 的 积 爷 的 一 般 碟 法 。 

44. Я 1. ЖИ 


(165) ВЕБ сее, 


КАЈ MIE ВНП ВВ У 的 四 级 方程 : 


| dt 
r I=, 


ВЖЕ НИЕЛЕ В E О: 
у = 0e” + Ce? + С.возх 十 CHny — 9%. 
и ЇЙ З<зЁ ААНА ( 165) „РЕЈОНУ 2 Ае 
z = Gie” + Ce? — С. Cos 2 — С, Bin z — ж, 
2. FREMRI ЛЕЯ: 


dæ _ 


dt 


d: . dg 
p = z +23 —— = 2 + t, 


(166) s 


У +2; 


其 中 % у W z 是 t+ 的 未 知 男 数 。 由 第 一 个 方程 解 出 y: 
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(167) y=- 2, 


WEHA ERRA ЗИ ОВИЕ rh REEE: 


(168) Pe б шат» 00 еа бла, 
EP AEH RRRA HNM, 就 得 到 一 个 只 含有 和 的 二 级 方程 《例外 


和 情形): 


dx de 
Шаар 29 = O 
它 的 一 般 积 分 是 : 
(169, ) 出 一 Ce?! + Се. 
ЖАЗИК 168) Л И 4-8 z 的 一 级 方程 : 
dz = А 
т + z = 30,2, 
ЕН: 
(169. ) z= Oet + Oet, 
(169, (169: ) 代 入 到 公式 (167) 中 ,就 得 到 天 於 y ПЕ 
{169.) у = С.е*? — (O, + Ca je”, 


ЖИНИ УНЕ RELON БЕДЕН. ТЕН, 我们 得 到 一 
个 二 般 方程 以 及 一 个 一 级 方程 。 

3， 常 保 数 粽 性 方程 粗 ， 不 仅 当 考 感 力学 笨 采 在 平衡 位 置 附近 的 徽 小 振动 时 合 遇 到， 像 
以 前 我 们 已 经 缠 过 的 ， 当 寻 论 志 的 振动 时 , LAAN ОИ, MEB, 
一 个 粮 路 中 的 电流 所 产 成 的 磁场 可 以 感应 另 一 个 精 路 的 电力 。 若 i ЖИ io 是 两 个 粮 路 中 的 
TOERE MNRE R НИИ EEDE M ©з ,对 从 第 二 个 是 м зир M 
ЗЕМ. ГАР Ване, 


(170) h +R +! м = 


dti, 


(171) мав +195 TA HR Рр а=, 
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其 中 Р., Ri С, ÆA MRR HRE, ERES, La Ra, С, АИ 
[БЕЛА o 
RAMAH „зе ЖАА ЖЕРГИ TIAME ВИК V, 请 去 其 中 一 个 未 知 两 数 而 


作出 一 个 有 具有 一 个 未 知 历 数 的 四 缀 微 分 方程 。 


由 方程 (171) РН 全 2 把 所 得 到 的 表 壶 式 代入 到 方程 (170) 中 ,就 得 天 一 个 方程 


dis М. 


L, ; 
2 +1 = Р.М a Q = — Ú. 


a d?r di 
(172) (Б L, — MI: у 十 Г.В, net 


由 过 个 方程 求 微 商 再 用 由 方程 (170) 得 浏 的 puti ЕЕ 


(178) MG 一 一 到 ш R ш 1-4, 
жна Ms ,就 得 到 : 
ds du 
ам) M+ Ш) 504. (a HRR) + 
di 
ф5 С. й — TF=, 


最 第, 由 慎 个 方程 再 求 一 次 微 商 ,再 用 表 过 式 (173) RM M т, реа +, 


НО К ЖИ УЖЕ: 
(175) (ha мэ) ныл + ыш +È ока) а 
+(6+2) + ссло 
各 果 我 们 开始 时 消去 i MMH аа-а, И а 
方程 是 


(176) (1—1) rt 42 (в, 4 в) Р + (л 4 п2 4 4,03) г? + 
202102 + т) r + пи? =0, 
Ep, RARER RAHE: 


і. Р Р, 
тш" УДС." “7ТЕ =I ее. 
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HaTe ГАЯ T ДЕДА: 
(177) (7? + орут + n) (7? + бт + nË)— № = 0, 

若 琴 个 粮 路 之 间 浸 有 磁性 耦合 , 则 我 全 应 茹 在 方程 (170) Ва (171) Ех М=0, 於是 得 到 
坪 个 个别 的 方程 ,以 确定 两 个 综 路 中 的 放电 现象 : 


а { | 
(178) ag 28 Бан, = 0) “9, 918 т = 0. 


АР КЕМ АНЯ Н СЯ ОЕ ВВС ЖЕ 


(179) r? + 9917 + ní = 0 r° + 2gsr + nš = 0 
АЛЕ На 01 — ni < 0, g3- ni < 0, RAR 
8. < 1 Fe E 27И 
VEG С, 5 213 ИС» ' 
也 就 是 ү 
К [1 К: < с; 
2 一 С. 3 2 С, 


E 4 一 0 时 方程 《177) Sp BPA Ska AR [方程 (179) 0531, АЕ 
的 , 当 M 的 值 不 大 时 ,方程 (177) 也 有 ЗНАЕНА, Е ЕА Ву: тї, = — a= bt; 
raa = — C = dš, Джи 的 一 般 表 过 式 是 : 

42—017 сов biti+Ose ®t gin М-ЕСО,е-% сов dt+0,e™ gin dt. 

EBAG T h 不 必 再 作 任何 午 分 就 可 以 得 到 Jin ЖЬ (таун ц I si 
再 把 求 册 的 麦 志 式 代 人 到 方程 (172) 中 ,就 得 到 一 个 关於 i。 ИА. ç ЕЕ 
与 中 形状 一 柑 的 项 ,所 县 有 的 你 数 是 带 数 Cj, Ca, О, ВО, НЕА. 

车 把 电 蛆 忽 咯 不 计 s 就 是 说 算 作 g, = gs = ОШУ Н ЯЛЕ НАН Е, 
ВАНЯ, n: = n, = 2， 则 方程 (177) 是 

(1 — &2 94 + 2927 + n: = 0, 


中 此 
pe — п? + kn? п? 
8 г 
F: E. 


п n 
К тр уат z (¿= ү — 1). 
ЗЕ $b RE ЗЕ ДА = fs IO KS. ШЖ, РЕНО, Кения 


+ 
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РУТ В Т НА ЕЕ ТЕЕ n ДИЗ ЕМЕ ВЕ О-Н №, ВМ 
ЙМ ЭН да: 


32 夭 助 公车 级 数 求 积分 


45. ЗЕНА Е КЕ ЕИ РЕНН, И-М 
铺 性 方程 的 解 , 一 般 说 来 ,不 能 通过 初 圭 本 数 来 表 过 ， 三 上 且 一 般 吉 来 求 
站 楼 的 方程 的 积分 辣 是 ， 不 能 化 篇 普通 的 积分 形状 。 最 常用 的 方法 是 
把 未 知 解 表示 成 天 航 数 形状 ,在 [13j 中 我 介 已 经 说 过 。 过 个 方法 用 从 
太 性 微分 方程 特别 万 便 。 我 个 只 限 蕉 考虑 二 级 方 征 : 
(1) 2 + р(®)у' + a)y = 0. 
ОЕ рт) (т) 展开 成 ПЕ ЖОЕ. t AE Jy ERA F НИ 
形状 : 
(2) Y’ 十 (0 十 GZ 十 Qa02 十 …) y 十 (bo 十 02 十 Do22 十 …)21 一 0. 
Ен у’ 的 傈 数 我 们 算 作 等 於 一 。 

把 方程 (3) 的 未 知 解 也 寅 成 瞎 航 数 的 形 杖 


со 


(3) y= У О: 


5==0 


КАЗА у БЕНИ ИНАЕТ (2) н, REF: 


== -3 -t ç „е Ў == 0 
>: Оа Ў а. У зш + 25 Дм” 


s= ?2 $ ==Ü =} 


ДЕЗ НУ ЕДА, $E rP |p] ç ЛЕ z 的 各 个 替 的 
尿 数 等 於 雾 , 就 得 到 一 串 方 程 : 
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x? | 2. 10,4| ва, -+ Ва, =0 
ы 3. 2а, A- 2ай, 十 aiot -H ба, -- Буа, =0 
(4) x 4. Зо, 十 82,43 -二 да,а, -~ aza, -全 2,0, —- D t, 十 бои, == Ü 


w F è a a оо ео из a x w 90 kx 


ВАН НО. (ао, а, аз, ©, Gs+1) 记 ao, Ga, az, `", аз+ 的 一 个 一 
A S ХЖЛАз 

每 一 个 在 和 后 面 的 方程 中 含有 一 个 比 以 前 附 标 较 大 的 未 知 傈 数 。 保 
数 wo 和 与 ал 保持 是 任意 的 而 有 任意 常数 的 作用 。 由 方程 44) 中 第 一 个 答 
H as, АДЕН оз, 第 三 个 as 等 等 而且 一 般 说 来 ,知道 了 了 蕊 闻 
的 ao, ол, as, с азн, 由 第 (s 十 1) 个 方程 就 可 以 确定 出 аза, 

这 时 用 下 述 方法 比较 方便 。 由 上 涝 方法 人 砍 定 十 个 解 y Sa у, ИД 
第 一 个 解 取 ao= 1, аз = 0, 对 於 第 二 个 解 取 ao=0, al, ЗЕЯ 
И ур fE: 

У! | = | —0, 


Жм =) 


Уз | „=; у _ = 


а Jy Fe BJ P| BE SE: НАЛЕННЯ РАЛЛИ 
件 


е м" ыы Жш m 
ý == Ау, + Ву» 
ERMER Т, ЛОНГ АГРЕ ЖЕНЕ (3) И 


ЗЕ НН АНН, ЖЕН ВОЛЖСК 21k gk АЕ 
ЖӨБ ЇН 26982, ДЕЯ ПІ 中 我 们 再 识 朋 下 面 过 个 命题 : ER 


ИДЕ 
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ро) = ) ct q (x) == Y бох? 
$ =9 ¿=Q 


当 x| < RKR ИП {ТЫШ x НЕ, НЕ НЕНИЯ 
КВА НЕЕ (2) 的 解 。 特 别 是 ， 若 р(х) 和 与 q(x) 是 XxX 的 多 项 式 ， 
BiJ£HF АО x 的 值 ARARE ORS, 

在 很 多 情形 下 0, ex PEJy 46 25 F IBIDPJ EA : 
(5) Po (2) + Pily +Р.(®)у=0, 
其 中 Po(z), Р,(2), Р.(2) АЕ ж MZAA, ВОЗЕТЕ (1) 的 形状 ， 
УДЕЛ Po (z) BR. tat Ex Ж F ,需要 算 作 


(6) ра) = Pes; do 一 


ЗА, Po) 的 常数 项 不 是 等 , 驶 是 说 Po(0) 二 0, MESHA 
的 除法 中 依 z УРЕН АЈ, ETIE 2(z) 与 q(x) Жо Ире 
状 ,於是 方程 (5) 的 解 也 可 以 用 老 角 数 的 形状 来 求 。 过 时 ,不 必须 把 方 
Fë (5) E (1) ЕЛЕДА, АСЕЛЕ В у 的 表 违 式 (3) 直接 代 大 到 方程 
(5) ВОЛ, РЕЖЕ ИЙРЕ ЖКТЕ 

ВЗЯЛ Е, ЗА ЛЕ Y ЖЕРИНДИ z ВЕЖА НЕ, ЖЧК 
ys ЇЙ АГ ЈН Е НЕ (z— a) ПВ 

АЯК, ЛЖ Етан, ар УЖЕ Н КӨК ЛЕШЕ ТЕЛУ ЕДЕ 
这 情形 下 求解 上 时, 不仅 前 两 个 傈 数 保 留 不 定 ПАЧЕ ОН 7 
КЕПЕ 

ФУН ЭЕ -ХЁ ИЛ 


у +р(®)уу'-+0(®)у=/(), 
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在 其 中 ‚АМ ЖЩ. ЕЕВС, RE ОЕ, ИР Б) ИКЕ 
数 的 形状 来 求 。 

РАНО (6) RPB RE. 5 P RR) 是 z 的 于 
ASHA ЕН. Р(0)=<0. 如 以 上 所 述 , 作 和 多项式 的 除法 ,可 以 把 它们 
的 商 表 示 成 宏 航 数 的 形状 : 

(7) Ре = lo Hett со? 十 

但 是 有 一 个 问题 : ER ERBER PEKS EIER A) E IE] 
ЕЖЕ ИЕ ya АОЛ ЗЕ РЕ АЈА АЈ Hi 366 q ЕСН са 
REDER ER U PRHA, РОЯЛЕ Не BU ke ЖА 
式 (т) ЕЛЕЩН 10 < А ОК, НРА жж Pa) = 0 的 模 
АНА НЯ НМ); ПИ На z 取 运 样 的 值 时 等 式 (7) №. H 
НЕЕ , 老 夭 助 臣 医 级 数 和 直接 求 方程 (7) 的 积分 , 则 所 得 到 的 航 数 
当 || < ВИА, ЗЕР R 是 方程 Pu(z) = 0 的 模 最 小 的 根 的 
模 。 

ЕЖЕ 1 ЭХ (З) EBI (— R, +R) Akk Hihii, Е 
方程 的 周 。 和 壮 降 上 ， 划 先 可 以 用 每 项 微分 注 则 和 叙 数 43) 计算 у Ву” 1, 1501。 再 把 y,y Ж 
y” 的 表 过 式 代 入 到 方程 (2) Пре, RITHE У, у ВИЖ р(2), q(=) ВОНР, 
БЕЗНЕ УСК [1, 137, 148] 最 后 ,根据 由 等 式 人 4) ЗЕНА sw Æ (2) 的 
左 巡 所 有 的 项 都 请 掉 。 i 

46. Я 1. ая 

у" — my = 0. 
КАК (3), 3: 


(2: 1а, +3 · qari 4 Зал... )-жЖаоа ха, mh 十 … у=, 


由 此 ,让 荆 同 次 项 的 保 数 和 等 礁 等 ,得 到 : 


一 ee 一 
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1° |2 1а, == 0 

х? 3 • дар а = 0 

X |4. das — a, 一 

2 5, 4а, — а, = 

x BHIE Donanim 


«Ё co 三 I，ai 二 0， 就 相继 得 到 其 余 的 保 数 的 值 : 


1 1 
аз =0; t= о а. = a, = 0; a,= G; =a, = 05 
2.3 


2-3-5-0 


зс == 
2-3-5:6-8- 9 


аА дЕ s БЁЛЕ 3 Ја, СИДЯ: 


а, 一 


1 . 4. 7..-(3#—2) 
(85) , 


@ 37:41 = Cafkte = 0, @зЕ = 


我 伯 作 出 的 一 咎 解 就 是 


и 1.4.7.622) 
= + У (ДЕЙ xh, 


E ZMR RY а, = 0, a,=1. RH 1—66, ЖЕ y iF I И 


2.5.8...(34 一 1 
六 一 “十 р "АВЕ хн, 


所 作出 的 需 级 数 当 z Д ЕЈ АВЕ e sk. 
KIREDI RAANEI KIRE y 的 级 数 [I, 121 o 在 其 中 熏 项 砍 前 项 之 比 是 


1.4.7... (ЗА -- 1) ив. 1: 4-7... (3 — —2) ak — _ | =, 
(3k + 3)! (И) (3k + 2) (ЗЕ 3) 


KEPI, A k ERR iE ДЕ Htm Н НЕ Е Si GX. 
5. ЖМЖ: 
(1—22 jy” — ху + as = 0. 
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RAER (3), zt НИС ВИ а, СИА: 
(NEINNI anya – 902 — i)n — пал а?аз =0 
或 
(mn-+-2)X7-4- as Í| =(m%—as )an, 
和 ао—1, a,=0,15%3l 8: 


2 а m __ : z $ Жин $. 
a =1—- a + сы да = 16, ys 
同 榜 ,代入 to —=0, g,=1, 得 到 : 


gy 2—1 a (2—1 а" -—9) 5 _ (4—1) (9—9) (а* a... 
жее 3! к Б! й ШЕ я 


МЕРИН, У” ИЙИШИ z=-+1, MERAH НА АЕ У. 由 此 推 
Ш, 一 IJ<z< 二 ВЖЕ ја СІ У, Му, ЕЕ. 

AREH ТЕШ ЭЖИ ЕНЕ И, У, ООВ НН, ЖЕНА, 得 
3; 


a? (a?— 4) .. [2 — (21) ална, 22 (8—4)... [а — (20—201) any 


(2л + 2) (27)! 
а? — (2л)? 
= Обито *' 
分 子 分 母 用 n? Ия АВЕ ВХ F W 056 nk : 
@? 
=з 
2!“ 
Ly ta 


当中 无 限 增加 时 ,过 个 比 盐 加 |2| 显然 当 о л| 1 ‚, [| *< 1, Жана 
HAPE S |z | <1 BF, у: НКО Я Ша 不 等 苓 一 个 偶 整 数 , 上 党 о >т в, 
然 发 散在 “是 盆 族 数 的 情形 , 竹 数 yz УНИИ ИП ЛУ ЖЗИ, Го и ВЕ, у, 与 ys ВЕ 
ЛОВОМ ЗЕ > Н.М 
у: =в0Е{а аге соя z); ys 一 “Hin(a are сов z). 
47. ВЗНОС ВЕ IPS IPE А АЧНА ТЕНЕ ДЕДЕ ДЕ Ж НА ТЕЛЕДЕН ЛИ Ж 


sy" p.m) zy +g(z)y=0, 
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其 中 处 Z) Ва а=), 像 在 方程 (2) 中 一 样 ,可 以 依 > 的 正 整 数 太 加 展开 或 是 多 项 式 。 由 於 在 
所 寡 的 方程 中 含有 二 级 徽 商 的 一 项 有 因子 2°, 所 以 不 能 化 篇 (3) ПРЕ RPB ERSA 
在 点 x 二 0 ЖЕН ВБ. ЕҢ р(х) 8 (х) Е 

(8) ` ху" +(аџ На-На." +... шу H bo tbis tbar? +H y=, 

过 方程 的 未 知 解 就 不 是 简单 老人 级 数 (3) ПРАК, A ШЕ ЫП ККЕ ж НЕ: 


CY 
(9) У= х? У ax, 
2 
由 於 在 求 和 号 前 面 的 因子 ж” 的 指数 р ЛЕ, Г-Н a, TER 
Fo 
把 v, y Му" REA 


y= Уе, y= Yes) tet, = Ye + s) (P + s— 1) asx?ts —2 


$=0 5=0 5==0 


代入 到 方程 48) НИЕ 
Жн БХЙ НЕ z ЧЕХИЯ СЕ ВАЗЕ: 


х? [0(0— 1) + ap + 5,]a, = 0 
je [eL DpH a (p+ 1) 4 2] =, + apeo 十 Ва, = 0 
(10) х? ] 4-2, (р-- 1), -+ apa, ба, + bromt 


К + 


фка | жо r s в ш * тег Gü eë @ ü a s ü € s G ü Ú € k b bs k # fra t F+ n е P t єє ppa aes Ф 


дн ЖЗЛ} Чао, ат, аз, <, Os) ВВ Qos Qr, as …yeo il 的 一 个 一 次 查 次 多 项 式 。 

根据 休 件 Qo 关 0， 由 所 寅 的 第 一 个 方程 输出 一 咎 磋 定 指数 p 的 二 次 方程 : 
(11) Fp)= р(р – 1) + aoo + bs = 0. 

ista EHARA # 

ах р, В ps 是 它 的 根 。 在 方程 (8) 中 访 p =p, 或 po 二 pp， 就 有 一 串 方 程 , 其 中 每 一 个 
ЖЕЕ ШП ЕН ПАРЫ AKER as, 如 此 可 以 逐步 肉 定 出 ct, as*，…o 保 数 ce 保持 
荐 任意 的 ,而 有 任意 常数 的 作用 。 例 如 ,可 以 设 co 一 1。 


高 等 ш 学 кот 


a AAE A E; 


ЖА рр 或 p 二 ps Htt, HE (105 А, ЖП ат, 第 三 as, 等 
等 ,於是 一 般 襄 来 ， 如 果 已 经 知 道 了 cu, e+, aa, ДИНЯ Со) 个 方程 给 出 ce, НЯ 
需要 在 过 个 方程 中 a, 的 你 数 不 等 於 零 。 直接 看 出 ， 间 个 你 数 可 以 由 方程 (11) 的 左边 用 
(оу +5) R (оз +PER о ИЖ АВЕ FC +s) 或 本 ps 十 s)。 

TERRE ,我们 由 方程 (1L) 的 根 p 二 ps ЗЕ ЗВОНИТЕ ЕК s, 下 pa 十 5) 未 0， 
Жн Н ЗЕЯ а,, ЖОН ШЕЕ ИЛЕУ о 

F (ра + =) 5-0 ВЕТРЕ: 方程 (11) HBM a 不 是 形 如 
(ов +8) 的 数 ,其 中 a TEAM ЕНДЕШЕ (ра 一 ps АСЕЛЕ SE Sk. 

由 以 上 所 述 不 内 引出 下 面 的 糙 论 。 

1. 若 方程 (11) ВНИИ р, 与 ps 之 差 不 等 於 辟 数 或 等 , 则 可 以 利用 方程 (11) 的 两 个 
根 用 上 述 方法 作出 下 夯 形 状 的 两 个 昨 : 


(12) n= Yan уза" Уве ы 20). 
s=0 $=0 


2. ЖЕ (i-p) 是 正 整 数 , 剧 一般 襄 来 ,用 于 述 方法 只 能 作出 一 侧 艇 数 : 
сез 


(13) 5: =х У 


$=0 


8. EFR (11) 有 重 根 pil 二 pe 则 也 只 可 以 作出 一 个 级 数 (13)。 
ЖЕ F SË BJ Ba ЗАРЕ [45] 中 所 训 的 假定 类 似 的 假定 下 ,所 作出 的 级 数 收 合 : 车 级 数 


2 а; 与 an 
w= 人 0 Sem) 


党 |x|<R В, X 也 通 些 值 上 时， 以 上 所 作出 的 级 数 也 收 欢 ， 冰 且 轮 出 方程 (9) 的 
BE. 

BFS Jy FR: 
(14) Paley” +z2P (zy +P (z)z=0, 
其 中 P Qz), P (z) НР, (2) Кък Жн 2 EMRA AH P (020, 
RE 145] H ЛЕА ЕЕК A ЯСНЕЕ (14) 的 左 过 ,不 必用 已 o(z) 了 路。 此 外 ， 
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RE [45] hR АЖ ЕАМ К, ПЕ (z —a) ЕН 
ВВС 

在 第 一 个 情形 下 ,所 作出 的 两 个 解 4123 7) ХЕ ЕАУ, ЛЕ, EIR TERE a 
可 以 由 下 还 的 事实 直接 推出 来 : 2, Ry 的 过 式 中 在 求 和 号 之 前 含有 不 同 的 方 寡 ”> В 
z, 在 第 二 第 三 雨 个 情形 下 ,我 们 只 作出 了 一 个 组 (18)o 由 [24] 中 公式 (=) ВАЖНА 
жэ (8 АИТВ. BPRS ERR, СЕН ЖЕ (o — ро) 是 正 整 数 或 等 , 则 除 修 《13) 
外 ,还 有 一 俩 下面 形状 的 解 : 


©о 
(15) уз==фу lg x Уре, 
Smal} 


mHE ,在 所 考 感 的 情形 下 ， Ys 的 表 过 式 与 普通 表 尘 式 (12) 差 一 项 Ву, Igro 常数 ВА 
ZRS., ЯЗ Уз 就 得 到 形状 如 (12) 的 大连 式 。 所 有 只 上 所 迹 的 肖 定 我 们 将 在 上 管 ПІ 
ФАРИ. | 

48. НЕШУ НОЯ га: 
(16) ху" лу’ + (2*—р*)у=0, 
其 中 р Ау ЧЕК МА РЕ ДЕ НУ АЖЕН rh ЖЫН) E НИЕ о 

比较 于 个 方程 出 方程 (8), КАЖ ЩЩ, а. =1 bozp’, 7% ЖЕРИ УЛАК 515 


ро 1)+0—р° 0 = р? —р*=0, 


pi =P Рә — — P. 
ЯНГ НЕ ЯК 6588 
y = 21 (а, ая + 0,2? + +). 
代 人 到 方程 (16) НЕХ ud z Bud ЛЕНУ ys 1831: 
xph] (рф ро, =0 
хен | Up 42) — (p+ а, +в == 0 


х? | (0 4 5) — {+8 D'as разв = 
а =1 ШЛИ ЯН R a 08 


150 = 等 数 学 ин 


= | рар 
н | -a Fat РО 


(17) | x 
274.6. Qp F) Qp + 4) grat | 


PHAR MR н] MERSE (16) HB MA РЕГИНЕ (17) Л —p ER p f$ 
出 来 , 因 篇 方程 (16) 中 只 含有 p", 於是 当 用 -р ER p BF T К: 


à 
: р играа (РЕ 


_ aa „е | | 
1:#4#-6.(—2р--2)(—2р-Е4)(—2р--6)- 

指标 方程 的 根 之 差 等 於 2p, 於是 推 知 , 若 2 АЕ КРИ E NAA ПЕ 
解 是 适用 的 。 久 (17) 乘 以 某 一 常数 因子 输出 2 KARRE AREE Jp), ШШ 
ЖЕН о Зе Р 不 是 整数 或 奇 整数 也 一 持 , 则 方程 (16) 的 一 般 解 是 : 

у = O,Jy(z) + Cal (z). 

ЖА z 的 任何 值 , 在 解 (17) 中 出 现 的 短 航 数 收 铬 , 壹 不 屿 依照 兽 通 的 迷 副 倍 轩 判别 法 来 
о 

RER 7 二 n ДЕПО МОИ, MAODIR, НИЕМ (18) 
фр, А, AA AATRE. Spn 是 正 整 数 时 ， 由 公式 (17) 乘 以 
ARAT ИЕН АЖ Jale): 


ан! 


(18) 


(= Еа Ë — x? х* 
са п (5) == Sag | AORE араг) 
хз 
24:6. GT yn) +... 
让 和 个 展开 式 中 一 般 项 是 


yřt2š 
n] 2AB 2 {n+ n+ 2n +6) Ont) 

在 每 个 分 母 中 ，2”nt 之 后 有 22 MAF ERSAAT 2, ERS 2 8 5" HE 
起 ,可 以 把 一 般 项 寅 成 下 面 的 形状 : | 


ТИНИН... ЖИНИНЕ ДЕ 
27128.11 .2.3...8-(п +1) п--2)(®-+3)-. (nts) sltn+s)! 


РА) А РЕЖ 


(-1)* 


x= №428 
y 


EF ç 
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со 


| _ (一 1)? x ntz 
(20) JI (x) = 2 (n + s)! ©) i 
$== 


НЯ EO =1. Жи =о ВЕ; 


(21) = Ух (5) =:- ТЕ 7) + ту (2) — 
- 志 国 + 


ЖЕ LAT] HETE, р:=п 是 正 整数 时 , 除 解 (20 ) 外 方程 (16) 还 有 下 面 形状 的 第 二 个 解 


(22) Ka (к) =, (х)1в z + x Y Bgas, 


$=0 
显然, ОВ, {Ж ИЕЛЕ SHEIK 
A рт 时 ,方程 (16) 的 一 般 积 分 是 
(23) Y=C Snn) +C0 Kale). 
若 我 们 要 得 天 从 好 在 z=0 ПВ, ПНЕ НАН С TIT ВАЕ ЛО (20 )o 
ВЕБЕ 2 三 0 ВК 22 ) 的 形状 。 在 过 情形 下 方程 是 : 


(24) y +I у +00, 


АКОПЯН ША ЖА h ТТА ОК 
БЛ Даже В+ Ё.В + 
ВЕ ПА ЖЕН Г ЖЕКЕН УТЕ, В ЛЕГИОН, Br ASS а] А ЕАР 
ЖЖ: 
BJ Elert piet В... 
代入 过 册 表达 式 利 方程 (24) 的 左 过 ,再 座 用 待定 傈 数 法 ,可 以 逐步 砍 定 出 Bno 我 个 不 作 
ВЕН ,只 讲 粘 果 得 和 到 的 第 二 个 饰 的 表 巡 式 。 吉 时，, 保 数 В ЗЕ, ИШЕГЕ ЖА 


22. 42 
tor gg = 2 > (1 +) 


(55) ai te SA 


152 н 等 ш 学 数 в 


E Wink И ан ЕЕ ЧО 
B, a p= RIRI — НТ, НА 


(2n+1), E E Реже НЕВА АЧ, AAR ВН AF 
2n+1 _ 2n+1 


是 zx 2 ,而 另 一 侦 是 x 2 ， 於是 推 知 ,过 十 个 解 之 比 丰 可 能 是 常量 。 
例如 ， 在 解 (17) 中 代入 p= 得 到 级 数 : 


1 


py x? x х? 

x | tt+.…|= 
ИСЕ Я -LEL _ sinx 
V< 31 5 7! ух" 


ТЕЗЕ VERE жена тини J, (шу: 


d Х)== V- 
(26) 5" ) р sinr, 


同 檬 ,公式 (18) 答 出 
J ,(x)= у 2 Кыл 
(27) -3 тс C05 x, 
於是 当 РЕНО И-М: 


y= Сы! (a) + Cw 1 (x<). 
2 ш 


{ЖИЛИКТЕ МИС ЕЛАР Н ЖШ Ж. ЖЕ, РАВНЫ 
REA: 


љо 2, (2 )#ах+ Qa [L х) сова |, 


其 中 Pal) (1) g l 的 多 项 式 。 特 别 是 
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a (x) = И = (52-х); < =] = (1) coa]; 
: а= Zh- E); 
J soh [E z (4 —1)eos< |. 


HAR EAER ВХ п, 下 面 的 公式 成 六 
А} == >. | у 2. z T sitr 
Jaan у (Sz | 


Е а° СКИХ 
49. {ЕБ ИЕЛЕНУ Е НАНА ЛЕТЕЛ НЕТ (16) #977 
程 。 考 感 下 面 形状 的 方程 


(28) L'y” ту’ + kS —pš)u=0, | 
Шан h Е, ДЗР АА) НЕЕ Ей ДЕ. д ЛЯ Ч 
е: 38] 
55 _ dy & dy md Í, dy 4*у 
с АЕ ЧУ ах ака) = а, 
Узб 7885986) k. 


d? d 
ker? TE 十 hx t (622 — р") у 一 0 


лет - (S° — p°) у = 0, 


EE B r 2 МАЕ 8016) Ant I 67, 方程 (38 ) 的 一 般 积 分 就 是 : 


(29) Y=C Т hr) +O, J (kz), 
或 者 ,如 果 pon ЕП: 
(29; ) y= Cin b2)+C,K,(K&m). 


再 讲 更 广 汪 的 一 上 类 可 以 化 需 妥 塞 尔 方 程 的 方程 。 坊 此 在 碍 程 (16) 中 ,依照 下 列 公 式 ， 引 
ЯЗВ Н ЖЕ £ ДАЖЕ ш: 


30) y=t u № ш= Р, 


154 高 等 и н н Е 


Жин a, ВЯ y ИИ. ИН В) ЖК. ЖИ ЖАНА: 


4 1 dy_ 1 dy 
В = {Єў 
ЕВ ГАШ ТАМ 
А) 
А Ри dj 
WE НЕ 
E и а? d2 w z 2 
нае" Ки; "е ЕЁ qa да“ 1 ы} а(а-1)° 2 


du 


d? d'u i 
о Ежа 


代入 у, № 奥 920 уйе сае (16)г DE FOR 


Уж, ива ерине: 


dt 
(31) еы + (2a+1) 28 (а? ppe + вз узга ун 0. 
方程 (16) 县 有 一 般 积 分 


у=О Ду жу+бС Л ь( з), 
区 是 根据 (30 扒 知 ,方程 (31) 就 有 一 般 积分 
(32) u= y =0, Jy ) tO (AB, 
TI рњ 是 正 整数 或 堆 , 则 Jp?) 需要 用 Kirf yke 
方程 ( 红 1) 是 下 面 形状 的 方程 


o > du ИИ 
(33) t ат at, + bpe ун 0), 
其 中 
(34) 2а+1=а; а? —р*р*=6; В*у*=е; ЗВ=т, 


Fu УМН E ВУЛ 331673, ЕВ с ВА КАЗНЕ РЕК, 由 公式 
(34) 可 以 求 出 а, Ву Жр, BERRAR (32) TUREN ROKARE (33) 的 一 般 积 
分 。 | | 

车。 或 四 等 截 等 , 则 方程 (33) 是 尤 拉 方 程 [42], 从 是 可 以 化 篇 简单 的 常 保 数 方 程 。 

考 讶 方程 (33) 的 一 个 特殊 情形 


2 
(35) t ga 9 др +0. 
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把 过 个 方程 乘 以 所 我 们 看 出 ,在 过 情形 下 , a ВЕ), 6=0, c 二 1 р т=з, (34) 
就 是 : 


2c 十 1 一 oj as 一 Bapa 一 0 B*y2=1; 28 一 2， 


由 此 可 以 算出 1 
| а=®—Ї; B=1; y=1; = 
я. Е (32), (35) 的 一 般 积分 是 
i=- 1 — (t 
¿=O 2 Ја. (toot Я J | alt), 
2 3 


А аа СЕН Ka 1 ЖКУ -ao 当 4 一 1 (35) 
#77 (24)—З. | 

а R и 
Е а | 


$3, А J Киш Н ЛАП 


50. MRED ЕНЖЕЛ ЕБ ДШН 
ДРЕНТЕ ЦЕ — E ИН „УИ ЕЗИ ИЕ ERAR, ЖИРЕ 
分 方 生 的 情形 。 淹 蕉 过 个 证 明 ， 我 们 应 用 所 谓 水 步 渐 近 法 ,这 个 万 法 ， 
我 们 在 讲 方 程 的 根 的 近似 计算 中 已 经 利用 过 СІ, 1931, 

BEEE А, o RIA EA RERA ERARA 


d . @ф | 
(1) 95 = р(®)у+ 0102); = ра(2)у+ qa(2)z, 
АЖА Е 
(2) y| шт = Yos 2 | т. = 20。 


我 们 算 作 方程 (1) 的 傈 数 ， 在 某 一 个 含有 初始 值 zo 的 区 间 工 上 是 “的 
ERA WHEEL Раа, ВИА 8 И ДЕЗЕ ШЕШ] ЕБ 
自然 ,方程 组 ( 1) 的 解 y 与 КЕ ЖЕНДИ. AA HERA 


156 и т Ш 学 ж Е 


方程 看 出 , 微 商 ЧИ m S 也 是 过 种 画 数 ， 因 禽 在 所 作 的 假定 下 , 广 


FOHA RIE ERR., EIFE (1) ОШ zo 到 2 ЖАНРЕ 
(2), 就 得 到 : 


> бд==у,-} | Їр, Wy D+ 02014 
(3) Е 
гол [18050902014 


В Ж ВИНЕ В ЖЕН ЖК у Пора, ТКН НОЕ 
і, 过 是 需要 避免 与 积分 上 限 > 相 混 ,於是 ,具有 初始 条 件 (2) 时 方程 (1) 
НИЕ HFE) o 

HEREKE PRR у(х) Nele) 满足 方程 (3)， 则 
它们 满足 方程 (1) 和 与 初始 人 条件 (2)。 宣 际 上 ,在 方程 (3) 中 访 z= r РИ: 
意 上 下 限 相同 的 积分 等 武 雾 ， 就 得 到 初始 人 条件 (2); 由 方程 (3) 对 z 求 
微 商 , 就 得 到 方 穆 (1) [1 961, 由 以 上 所 述 扒 知 ,， 在 所 议 的 意义 下 , H 
程 (3) 相 当 礁 具有 初始 人 条件 (2) 的 方程 (1) ,以 下 我 们 有 将 只 考 虞 方程 (3)。 
注意 ,在 这 责 个 方程 中 ,未 知 责 数 y(z) (ж) ЗЕЛЕНОЕ, №, 
出 现在 右 扯 的 积分 号 下 。 

我 们 现在 薄 逐 步 少 近 法 的 观念 。 把 初始 值 yo 与 z 算 作 是 未 知 画 
Шу fL z 的 第 一 近代 夯 数 ,在 方程 (3) 的 右 兆 用 wo Fü z ЖАК, у ВН 20 
如 此 得 到 两 数 yi(2%) Ж (ж); 


У, (х) = + | [ps (Yo + 9: (É) 20) 4 
(4) й 
za (=z (ру (0»»-} 450 244 
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它们 是 y Eg z HR EMRE. ERARE a (z) R zl) 显然 在 所 
述 的 区 间 工 上 是 连结 的 ГТ, 961, 上 青 在 方程 (3) 的 右 沉 用 yi(%) Pg z (2) 
来 替代 у Hü z, 就 得 到 第 二 近 侯 而 数 yo(%) В 2000): 


Уз (x) = y, + [072 (t) у, 10) + 9, (62, (D) dt 


260) = + |. (00,0040 02, A) at 


Hp у(х) (ж) ФЕ] Г {Ж ДЕЗЕ ИИ), KEZA HE ЖШ Н (вч 1) 
ЖИ р ВУ: 


У (0) уь + | (р OY O +z O zn (01 at: 
(5) u 
z, (х) = Zo 十 Í (ps (£) Ул-1 (0) 十 q. (2) Ž n= (A at. 


由 条件, 在 区 间 了 上 方程 (1) 的 公 数 是 连 炽 面 数 ， 所 以 在 返 区 间 上 ， 它 
们 的 移 革 值 不 大 於 菜 一 个 确定 的 正 数 MCL, 357: 
(6) |215)|<«М; |9.) |< М; phe SM; igle) < M (ж # I L), 


此 外 ,把 121 Ж |% | 过 十 个 正 数 中 之 较 大 的 记 作 m, 就 是 
(7) [Yol Smi |z] < m. 

以 下 我 们 只 考 碟 在 zo 右 演 的 区 间 工 的 一 部 分 ,就 是 算 作 4 一 % 守 0。 
НАЯ HERA В. о 

ВИРА БРНА ТАЗ СЕ, (А) НАЗ 


(0) — уо | 05+ 9. Ө л]. 


158 = йй хан 


ERZA БОРА Нун ЧТ. АЗ Сб) ВЕСТ) 


FFE] 11, 951: 
jy (2) —y S f mm + Mm) dt; 
хо 
就 是 说 
(8) 197102) у» Sm 2 MY), 
同 理 
(81) |z (z) —z | тп» 2 М ($ — o). 


B n= 2 时 ，(5) 中 第 一 个 方程 是 
Уза) =y + Í [y 097.0 + 4, 0 2) (01@, 
H ERARA) 中 第 一 个 方程 就 得 到 
ya (0) — y, (x) 一 [| 12.00 y (O — y] + q, @) |z, (0 — 28] 142. 


а а (Ө), (8) А8.) „6 
得 到 : 


|% ()— э |< {үм m: 2М (1 — хо) + Мот. 2М (mx) } d 


或 
н 8м È it — = m. CX == 
Ш о 09 а =s, 
Зо 
由 此 烙 果 得 到 
(8) |у (0) — у От 20Р, 
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同 理 | 
(94) 12. (x) — 2, (х)\ «с т ЁМе— шр. 


HRE n=2 Ш п-3 时 (5) 中 第 一 个 方程 , 逐 项 相 减 就 得 到 : 
Уз (х) — Ya (z) == ju (90 9 — 3 0) +z (0 [z, @) — 2 (0] } dt. 
Воде, #]J06),09),(9: 8828 : 
ЕРЗАТ rfe — ха)? dt, 


由 此 
yO) — 0) < mF. 


[25 (х) — 2, (|с т РМ 55. 


ОНА TÆ, НГУЕН И Ж A E 


18 : 
а ру (0 — ya (Wm 

10 
|2,00) — Zami 09| m ӘР, 


AHE РАНЕН, КЕН АЯ, п BERF EY (2) S z, (z) 
АЕР RRE y(%) S 200) 1) 过 个 序列 可 以 用 下 面 的 天 
ОКЕ: 

(11) +100) yo 1-Е) Са) 1+ Сз) —у2(%)] +. 
+2) – 6), 


1) ТИТАН НАБ I АУА — sO SKPE ВО St EE, 
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它 的 前 (2+1) 项 之 和 等 评 ye), ПАДЕ ТУНИ ЖЕ 11) — ЖК 
ВАТТ, 441, Æl 是 2 改 帮 所 在 的 了 区间 工 之 长 ， 旭 (10) 中 第 一 个 公式 说 
НҢ СІ) ФРА ЕНЕЛ ОТЕ 


т 4250)" (в= 1,2,--:), 


8 ВСЕ ЫВ ЕЕЕ ДИЕТИТЕ, СКИ, 254808 АЦ 
HELER, шоп MRIS C. ELTA 。 的 展 
天 式 推出 来 LI, 1997. Жи ВНЕ НАРВА [I, 147]， 在 区 


IIZ ЕС) ВОК RESE EERE у(х) 一 臻 赵 向 某 一 个 


函数 ye) o ERAR, Æ EFA] z,(z) —3⁄ I] а — BEEF Ëq 
数 2(®), ЖЕ ЛЕТ Е, z Kii, Yalt) H z,( z) ЗОНЫ: 
(19) lim yn(z) = у()$ lim (ш) =z(2. 

ЧК z (z) 98 2,02) 在 ЕЕ P PE E yle) (8) ДЕ T ЕШ 
#911, 145], 


ТЕШ Е ж ДЕЙ НОВА ТНВ БА, ЛУ #—%©0, RAE S 


在 不 等 式 (8) 和 与 (81) 的 右 洲 用 (%o 一 2) 来 蔡 代 (2X 一 zo) ÆA FAE 
中 需要 用 (zo 一 来 百代 (t 一 2 ), 依 此 类 推 , 当 (z 一 如 ) ВЕЕР 
ФАК СНУ, ЗЛУЕ Е] Г СЕ, К (ТО) ЊЕНЕ, | 

HERI, E ВН ВЕ. РЕ ШОН ДЕ УЕ (3) НЕ Ст) АЕ 
Са) ЗЕ РГ lB ZK СБ) ВВЕЛА Г. ШЕЕ 
附 楼 n МЕРЫ ЛНУ, Дуза РИ ПЫ y FE Ri РОН, НИ] (ж) Ва у (Я 
向 YCL) Ж у(Ю), Й 2900) № na (4) 趋同 z(7) №20), REDER, 
ЖН у(х) 与 2(z), 我 们 得 到 方程 (3)。 以 下 我 们 严格 的 来 求 过 个 概 限 ， 
由 (12) 推 知 : 
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аш [Pa (É) y,-, (Ü) +- 4, (2) 2-1 D] =p, (0) y (Ü + ç, (D) z (5; 
(121) 
lim [Ра (2) yn-1 (0) + ga 0) 21 @)] = р. (D) у (D + 7, (D) z (0. 


REAP ARRI LY iK LAE- RREN ЗЫН АНЕ 
-BAZAS БЕИШЕН оН: 
Пр: (070-4. 02 (01— (р, @y,-, (0 -- а, (б 2,1 (0]] = 
== | р( Оу — у, (291-19. 0) | |2 (2) — Za (2) |. 
根据 ys1(t) М zi (t) ВН y(t) S z(t), ЗИМНЯЯ >, 
存在 有 一 个 数 N , ЗАО T PRAS t 的 值 都 适用 ， 使 得 党 n>N 
Hy 


00) 01р Oaa 


Ви, (6) ЛЕ, ЭТ HAER t И, FARRER : 

= по N в E (У) +9 OLON 1— 

[LP Yna) + g(t) a(t) <e, 

BRA Г, Е ЕА ГЕ, -— RBA ж) Б, № 
A (12,) ини. ЯНА ВОВ TAER ЛУ 
号 下 的 可 能 性 [上 1, 1451, 由 公式 (5) 取 极限 就 得 到 关於 y(%) Sa z(z) 的 
方程 (3)。 

иде Г УД, ЖИЗНИ ТУ) ВЖЕ (о) 
坚 的 解 , 怠 电 说 ， 我 们 锌 明了 解 的 存在 性 。 现 在 蓝 明 未 知 解 是 唯一 的 。 
Вее (З) y), (ж) #4 Y (z), Z(z) , ПНЖК 
EP , 5210Ж ЖИК АЗУ (3) ОНИ, НАЈ: 


102 高 ж ж = ж H 


уу (р 0100 0) OO ZO 
(13) ч 
20—20) = | {1р (0 [у OOHO AZO] dt 


№5 


取 ж 之 右 的 一 个 区 间 T,, EEB L, 使 得 281 = 8 小 武 一 。 我 们 
ЗРНА Е ЗАВ ЕА Е. ERORAR. FREER, MAESA 
(2) (2) |, |z(z)—Z(z)| 
在 1. 上 有 正 的 极 大 值 ， 我 们 把 它 记 作 5. 例如 ， 设 第 一 个 差 在 点 z= 

过 到 5, 就 是 说 


(14) |w(2)—Y(ë)] =5, 
РН. 
(141) |g(z2)—Y (æ) <š; [2(0) –2(2)<8 (m # I, E). 


ЖЖ 2—2 В, 《13) 中 第 一 个 方程 。 像 我 们 以 上 所 作 的 一 檬 , 根 

ЎЎ (141), 可 以 得 到 天 个 积分 的 估计 值 : 
|0(2) У (2) |<2М8(2—20), 
НЕ, #1] (14), ER Z ЖАН T, 
59 МІ,5, ДЕ 5<05, 
IRITA E ААУ АГ ВЕ Or , К 0<0<1. 

於是 ， 我 们 假设 解 y, z 8Y, Z 在 了 区间 1, 上 不 相同 引 至 不 可 能 的 
Жо НЫ 1 2^ ЕН БЕ ВЕЛ 1, 的 区 间 ， ü iB РУ ЕВА ESE BO 
十 组 解 在 整个 区 间 I ЕН ВУ, 

АБИ Rem: ПЕН), Ж 
ЖЕНИ АС ЕЕ 1 ЕЕ ЫШ, HERH! 上 存在 有 一 个 确 
Е ВОЙ а АЕН ЕЕ ИН 1341], 

‚ФИА ЕН аа ЭРОН ME EFEO ВО ЕФЕ 
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.er 


ËJ ERR fiw) 与 оба) зану УВОЗ 


СЕ Jy Fe 

(15) у” +р(®)у' +q(%)% = 0. 

可 以 写成 方程 粗 的 形状 ,只 要 除 у НН ИК =y": 
Фу _ 
ат 
а = – р(2)2—9(2)у, 

如 此 , ЯВ РИГА ЕЕ 

(16) Yl е, = о} У'|»—х„ = 


如 果 在 区 闻 ERR 2p(z) 与 9(27) 连 炉 的 话 , 上 壕 的 结论 对 藤 方 程 (15) 
是 正确 的 。 
利 其 条件 (16) 可 以 把 方程 (15) 写 成 下 面 的 形状 : 


(17) Ух Í dx | [р(х)' + 9 (a) ах, 
х0 fo 


ЖР АУР АГ РНЕ 15 ТЕР (ОЗ) 8 K E. ЗАТ ЯН 
їй Be ЕЕ УЕ (15) Ву nf PE, ИЕН 
方程 粗 。 
Я 应 用 逐步 渐 近 法 套 我 们 在 |46] 中 老 处 芝 的 例 : 
у” —жу=0 
ИЕ Y) о-о 1 与 g | «-о=0 在 过 情形 下 方程 (147) 是 


x 


А 
›=1+ {ах | хуах. 


0 0 


ERARA У=1, 得 到 第 二 近似 画 数 : 


164 高 等 数 я я 


ні =p 


У. (х) =l + 


ое yy 
БҮ 
ес, 
я 
х 
| 
十 
бо 


= k {ДЖЫ 
* 


а {ах Í; ео. 
0 д 


ЛЕГ сү сук ЕДЕ еа 


рО Е ОТЕ E 
у= 1-4-5, +Y F= Fpa 


#467) ЧЕ В.о | 

51. FREDRE ЕРЕМИН 
ВЖЕ АН ЕВЕ ЕВ, АВЕО, 2588 58 
ER. ВИЧ ПН y Fë: 


(18) у = J (%, у) 
H ADARE 
(19) i шыш. = Yo. 


{К аёйп ЛЕ НУРИ f (z, y) 在 初始 点 2= же RER ER, EIEE iN Н 

H 9 НН. ИЖ, N 

是 在 平面 和 了 虐 上 存在 一 个 运 檬 的 

HJE Q (27): 

(20) | x, — a =; x =ç x, + a; 
У— 6 = y = y, +, 

在 其 中 f(e, у) ЕВ 


у Bala Wd ЧЕ H. 
Of (х,у) 
ш) ZEA < 


Е шы 
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ранее 


Ж ДЛЕ РЕ 0, REEN ПВО к ‚ВЕНА, ИЖЕ 
(18) 具 有 初始 条件 (19) 时 相当 於 方程 : 


(22) y= J + {7 [6 y @)] dt. 


ERRE ж РОО Б [BJ SSE ИШ БЕГЕ] (жо — а, Хо + а) ли Н {ШЕ (т) 
Н КДН ВЫ] (Yo — 0, уо +b) АЕА АЕ ж MEH у) 
АБУ Ө. 

МК ELAR R OR RAA ORG ВОЛА: 


(23) „У: (х) = yo + | 7@ Yo) 4;...; у, (х) = y, + 
+ |Z, зна 0142 
注意 休 件 (21 Js 者 由 Q FPIK HH А НЕН RE (2, 1) (а, yz )， 
则 依照 有 限 改 网 量 公式 上 LI 63]: 可 以 写成 : 
|/(х ya) — f (xi, = — V! ы ВЕРУ. 

Ж Уз ДЕ У: Bü у Ш. ВЕН: 
(24) РС 9) — AEST у)1< Е] у. — у. 

这 个 不 等 式 通 常 吓 做 黎 浦 希 兹 不 等 式 ， 可 用 及 性 朋 y:(%) ИСК 
和 性 以 及 解 的 唯一 性 。 设 以 是 连 种 图 数 f(x%, у) 在 区 间 Q НК 
TE: MERR 
(25) /(®, y) | SM [ (ж, у) Q ЕЛ. 


党 依照 公式 (23) 实 行 计算 时 ， 需 要 首先 褒 清 具有 横 华 拯 z Sata 
标 yn(%) 的 点 不 能 在 由 条件 (20) 所 确定 的 答 形 @ 之 外 。 着 避 第 一 个 条 


м 
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{ЕЩ z 的 不 等 式 |z 一 加 | 和 雪 c。 第 二 个 人 条件 化 篇 不 等 式 
(26) 192) — Yo |556. 

BEEE PUEIA n 过 个 不 等 式 成 并 , Tasa E s 2 РОЙ 
的 条件 |2— | <a 外 , SDS red 19—ж|< р, ЖЕНИХ с 
得 到 雨 偶 不 等 式 : | 
(97). TERA ET? к= х,1< 5. 

我 们 阐明 , 过时 所 有 前 近似 解 满足 不 等 式 (26)。 由 (23) 中 第 一 个 方 
ЖЕ | 


У, (x) — у, =f J (š, ya) dt, 


於是 , 像 以 前 一 檬 ,根据 (25) ,得 到 过 个 积分 的 估计 值 : 
| у, (<) — У. |= М] ^— |; 


Үн} ЖЕ (от) EREHE, |у:(ж)— уь] <b, RERA n=l бї, 不 
等 式 (26) 秆 满足 。 此 外 ,党 保持 条 件 (27) 时 ,上 面 的 公式 所 确定 的 画 数 
(ORRERA, BETER, 可 以 由 仅 式 (23) 当 n=2 в 
算 yae): 


ж» (®) — = | Л, у, Oldi, 


ни F— P: 


IG) — y |< М|х — x,| < Мс е= ‚ 


REH, Е n=2 МОКОК (О6)ЖЫЙ ШЕ, ВИ, RREO) 
时 ya (e) ЕН A TIKSER AERE AED TEE ШЕШ 
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(ж —e, zor e) KEREI y, (a), 其 中 ,根据 (27),e 是 上 与] ЕНИ 
中 之 较 小 的 。 我 们 把 过 个 区 间 记 作 Г. 所 有 的 加 (z) ЕТ TL Еж 
数 ,三 且 在 以 下 的 讨论 中 我 们 艳 算 作 z 属於 1. 

现在 我 们 来 求 差 yx(2) 一 yw-1(%) 的 估计 值 ,过 寞 篇 简 第 起 见 , 像 我 
们 议 前 做 过 的 一 样 , 算 作 % 一 20>0。 根据 (25),(23) 中 第 一 个 方程 输出 
(28) (2) – у |< M(z— x). 

取 ?2=2 时 (23) 中 的 第 二 个 方程 , 逐 项 减 去 第 一 个 : 


ye (X) — у, (x) =Í u [5 у, O) ft, уз) } 41, 
”由 由 FT 951 

ba (0) — у, (х) |= uu. У, (H) — Z (#, ya) | dt, 
或 者 ， 根 据 (24): 


|у (Хх) — у, (х)| = | kly, (9 — yoldt. 


х0 


利用 不 等 式 (28) ‚ KFR: 


f = № 


? 
t= Ро 


р» (А) — У (5) | = kM [| (ї == ху) dt == ВМ | = ар | 
於是 结果 得 到 
(99) jys (х) == у, (2)| = РА (x =. 


FRH п=2 A п=3 了 (23) 中 的 十 个 公式 ， 逐 项 相 减 ， 就 得 
3}: 
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у; (х) — у (х) = Í| (7, y, (01 — f, y, Ө 


利用 不 等 式 (24) 与 (29) , 像 以 上 一 样 ,由 此 得 到 : 
у (9 — ya (z) зем 07 
条 种 作 下 去 ,就 求 出 一 般 的 不 等 式 : 
(30) Уа (х) — Упа РР. 


ГВА (z — по) АСЕ 698 ЗАНИ, ШЕН T PRR ж А E 
ERA. ЖЕЛ ЕВ, НЕКА о ЖЕЕ. ДЕЕ I E y,(%) 
БИВА пу (ас), ЗИ ТСН Н.Н E ЖБ (26), 就 是 说 
\у(®) — 1. ЈЕ, НОВАЕ z 与 次 坐标 y(z) ПОБЕДА 
№ Q НЕА f (z, у) 的 连 积 性 ,我 们 有 : | 

lim fE —1(0)J= 70, y(t) (t 在 I 中 )。 


JPRB H W t 来 讲 , 在 区 间 工 上 ,上 式 一 致 趋向 极限 。 宣 际 上 ,党 答 定 
任何 一 个 正 数 s 时 :根据 S(r, y) 在 Q@ 上 的 一 致 连 积 性 ,存在 有 天 样 一 
个 5, 使 得 当 (©, у) ВЕ (2, y) 是 @ 中 任何 的 点 ,而且 |z"”—z'| <$, 
у y <8 F |F, y) S, 0) |е. FR, 根据 加 -人 (一 
Kam yG), FE N, ЖИЛИК ТЕРРА 2 Е, ФЕРЕ 
n>N АЕ pR, [У -у-—(0|<5. IEH, НАТ ре 
有 的 上 АН: 
в n> М Вр, S, (0) 1—72, у 0) 11 <, 

REGART- KRR, MAO REL, A п ЕВЕ НИНЕ, 
ДА REREN, ЖАШ Л б, У (t 1 ЖОК f[t, У], 可 以 在 积分 
sk F Y ERER ,於是 对 南 标 限 函 数 得 到 方程 (22)。 


ы 
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РЕНН ЕЕ ЕЈР (ОО) ДЕ: ЧЖАН ра] (20 —a, зо а) 
Ау Со — 4, ze + а) KARA y(r) ЖҮ (2) ЗЕ ЕВА Py AE d 
ЕЖА Ни › АЖЕК уб) RY (жуу н Їн] у — b, yo 十 0) ,把 一 个 解 
КА те (2) НИСА ИЯ КЛИН, ОН: 


х 


уро) = (ау) а, Уба, 


由 此 И 
р) У (о) {171% у 0) 7 ИО dx, 
ЗУЛ (94): 


Ly (z) — Y (l<: | yG) — Y (x)| dx. 


REEFS h MERRE kh = 9 hh- AR yle) 
ЖУ (z) ми. RE EL f(x, у) 所 作 的 假定 下 ;方程 (18) 具 有 和 
始 条件 (19) 时 有 确定 的 解 它 存在 於 区 关 (xo — e, хое) Е, 其 中 e 是 a 
О ПЕН ЯШЕГЕН ЖЕЗ ЕЛЫН. РЕ. 
Е KEE z MUER 
ЕИЗ 
TA АРЕН EANES. 


Я жаль 
(31) P = x+ y" 
BAD EIER 
9 = 0. 
с ы 
方程 (23) 是 
(33) Уф = j (t - (бе 


о 
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ЖЕ Ат SF Ж ЕК YU) 以 计算 第 二 近似 解 : 


2 
у, (х) = | a=. 
Q 


ЕАК) ЕЕЕ Й: 
љо +] 25 
Ü 
现在 我 们 来 确定 z 的 改 扫 区 阿 , 在 过 个 区 阅 上 我 们 麻 用 逐步 渐 近 法 。 在 点 (0,0) 附 近 作 
正 的 任何 短 形 上 ,方程 (31 ) 的 右 过 速 镇 而 有 当 у ВУ ЯНИЕ, ER RERO hhi 
Жав b, БРЕДА. ДВ; 型 =max|z 十 ga | =9 十 5*， 伶 是 次 定 要 求 的 x БЕ, 
园 的 不 等 式 是 : 
š b 
[ж | <a; ЫК STEET: 
若 b НАК, MB LATEA ИНЕП z Е, 2 a 取得 很 大 
也 是 如 此 。 不 过 当 a B aps; У ШИНДИ Ж.Д ж у 取 有 限 值 时 
方程 (31) 的 右 巡 没有 任何 的 奇遇 性 ,我 们 也 不 能 很 好 的 得 到 z 的 随意 多 大 的 区 阅 。 
52. УЕ ОНА 车 方程 
(34) y =7(%, у) 
ВВА (ао, уз) KEN Dp Edi АВС у 的 有 界 微 商 ,也 依照 
存在 奥 叭 一 定理 ， 通 温 运 个 点 〈zo yo) 必 有 一 人 条 而 且 仅 有 一 人 条 积 分 申 
Яо ЗН f, у) 在 某 一 点 不 满足 所 述 的 条件 ， 划 者 样 的 点 我 们 吓 
做 方程 (34) 的 育 民 点 。 一 般 说 来 ,在 过 柑 的 点 存在 熏 叭 一 定理 不 成 立 。 
把 方程 (34 ) 写 成 含有 微分 的 形式 : 
(35 de c dY 
(35) Р(х,у) Qy’ 
ВИЕ, де Р(ж,„у) Wy) z Fü y 的 多 项 式 。 若 Pty), 
И 7уЖ%&(з5) 可 以 写成 : 
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dy _ Q(z, у) 

ах Р(=, у) 
АИИ зА Br I ВЕНИТЕ ШЕ (жо, yo) 及 其 近 傍 就 
A uE st PRI ŠK , MELAN y 的 有 务 微 商 , 它 由 普通 的 求 商 的 微 商 的 法 则 确 
Ж. МА, 者 РС, 00) 0, ИЛА ЕТЕ FE ЯНИЕ, ЖАЗИ 
运 个 点 必 有 一 人 条 而 且 仅 有 一 人 条 方 程 (35) 的 积分 曲 稻 。 者 己 (zo, Yo) =0, 
但 是 Qto, Уо) 0, 则 方程 (35) 可 以 写成 下 面 的 形状 : 

dz _ P (z, у) 


— — s asisqa. 


ау Q(z, y) 

取 z 作 篇 y BRR ARRIER (о, у) ЗЕЕ RERA E— 
ER SPY EB To, yo) 可 以 麻 用 存在 与 唯一 定理 。 如 此 方程 (35) 的 奇遇 点 
是 那样 的 点 ,在 运 此 点 Р(х, у) Ш Q(z, у) ИДЯ ЖЕН, ВЛЕ 
点 的 坐标 可 以 由 方程 粗 
(36) P(z,y)=0; ©(т,у)=0 
By 5892245238. 

У ЕРА НУ P (z, Ж Q(z,y) 是 展开 息 (z 一 zo) 与 (9 一 加 ) 
的 正 整 桥 级 数 的 情形 。 若 至 少 有 一 个 级 数 的 自由 项 不 是 雳 ， 划 对 南 点 
(ж, Yo) 可 以 应 用 存在 与 隐 一 定理 。 在 相反 的 情形 下 ,过 个 点 是 方程 的 
К. 

ЕСА ЕЕ ЕАО И Беа а ЖЕК ШИБЕ 191 Р(2,у) 
Ж Q (z, у) ЗВЕНЕ У (z, у) {ЕЧЕН БАВНИ, ЕЕ 
辣 量 平行 的 人 条件 的 方程 《35) 就 是 流 娘 的 微分 方程 。 洲 在 革 一 -点 向 量 
у(х, у) А2, MERE V, у) 的 投影 Pl, у) 与 Q(z, у) 
中 至 少 有 一 个 不 等 於 寺 ， 骸 是 依照 存在 与 唯一 定理 ， 通 允 关 个 点 必 有 
一 休 上 且 仅 有 一 休 流 如。 问 量 Vlr, у) АН, ЯВА) 
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ВАЗЕ НУ › ДЕЛУ (35) уар ЖН, UKN ARREDRE ЧЕН 
KIT ПЛО ERY : С РГ BB AH26 › [ВЕЙ за Sa › RA ВНЕ 
СВЕН. АРУ ЖЕК ИГЕН ЖЕРЕН РЕК, 需要 研究 有 运动 (方程 的 
THAR) „ВЕЛЕЛА ВОВ), APEP, REDRA 
来 解答 过 个 问题 。 

53. 流体 的 平面 共和 综 性 运动 的 流 生 ”我 们 考虑 一 种 特殊 情形 ,就 是 
速度 的 投影 Ро, у) М Q(z, у) 是 一 次 多 项 式 的 情形 : 

Р(2, у) = ау + 0190-4015 QE, Y) = 054 G. +b, 
ДВОЕ F , WeHƏ BJ38 ВЦ ЕАО. 

366018 48 
(37) 411 + 4129 十 0 一 0 В 02124 toy +6 = 0 
不 平行 。 把 它们 的 交点 移 作 坐标 看 点 ;於是 自由 项 0, S 6.4.1595, J 
程 就 有 下 面 的 形状 : 

ES 
半 诚 过 个 方程 来 讲 坐 标 原 点 题 然 是 个 全 办 点 。 我 们 讲 如 何 可 以 依照 俊 
Ж аль ЗЕЕ ау ЗЕ, 

ЖЕН, FEES ОРЕ | pt B) L) JH [34 РУ Е 
ЖОЖДОР» ЗВАНИЯ МНЕ Е 5 ВОВЕ 5 83 у, 人 先 把 
ДЕЗ ДЕВИН ti Бе] И ЕЛА o 

вх 
(39) ё =:12 +005 += Mt NY, 

由 此 
d£=mwm,dz+ Tda Ффу=тъь@®-- ndy. 
由 方程 (38) ,按照 比例 法 得 到 : 
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Ёа 
т1(9115 +9120) + п. (4-15 + ау) 


_ dy) 


RS 


Mol @11% + а159/) + %( ttt ао) 
JH ТЕНЕ ЖоК (39)+Р УЖ. ЧЕРНАЯ БЕ ИЕ НН 
2 K n ЖИ. А-Я 
710112 + 4129) + п (аля + aay) = p(miƏz + ny), 
HEIER s ИМ y ПИК, ЖЕНЕ Mni Ж n, НЕК ДЛЕ: 
{ (Gn —p)mi+ ат: =0 


(411) ‹ 
| ети + (Gos — р); = 0). 


(40) 


|] БЕ ве ARESE ри, 就 得 到 确定 m, 与 n. 的 方程 租 : 
(932 — 0) + Goo = 0 


(412) 


| Олт» + (G; 一 p)n, = 0, 


其 中 比例 傈 数 o 具有 另 一 个 值 。 
值 т=п=0 对 亦 我 们 不 通用 ， 因 符 过 时 楼 量 的 多 换 (39) 失 去 意 
闵 。 雁 是 我 们 需要 使 得 方程 粗 (41) 与 (Al) 有 解 ， 而 不 是 所 说 的 
m=" =0, AB WB X K Jy FE 
ат py =0} a+ Вау =0 


必须 且 仅 须 当 对 应 於 它们 的 直 和 名 重仓 时 ,就 是 它们 的 公 数 成 比例 时 , 闻 
НМ z=y=0 的 解 。 ХЕЈРИ (41:1) 81041) АВЕ, EREI T F 
面 的 比例 : | 


Gi —Ю_ 01 


— 


012 As — р 


它 答 出 确定 о 的 二 次 方程 : 
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(42) pP? — (Gn + 422) р + (апат — 9202) = 0. 


过 时 ,方程 粗 (41) 以 及 (419) 各 化 需 一 个 方程 , 由 这 两 个 方程 我 们 
ЕГУ ЖШ ДО m =n = 0 的 解 。 

现在 我 们 详 戎 讨 验 各 种 可 能 的 情形 。 

(4) 方 程 (42) 有 南 个 不 同 的 根 o, ЁЗ р» 

把 p==pi 代 人 到 方程 (411) 中 ,P=ps RASHKE) 6, 像 以 上 
RRDA WEE HAAGI PRIR BIK ЗЕ СЛО) МЕЗ PI APRESA ИО 
方程 : 


05 _9) 


(43) Pie Pon 


J E Tha) (А) КЕК ТОЖЕ St. 
1) 方程 (42) 的 根 р: 与 o, 定 实 根 而 且 同 号 。 求 方程 (43) 的 积分 ， 
就 得 到 : 
lg £" = lg y^ + lg C, 
其 中 我 个 用 lg C, ВЕ ВС. 
БЕЛЕН 


pi 1. 


Z’: Es О, ү" ; £= Су?» (С na С») ; 
或 


йы 
(44) (0 + ту) = C (məz-+ nag). 


在 所 考虑 的 情形 下 ， H 是 正 数 ,於是 推 知 ， | 
党 C 取 和 任何 什 时 ，%==y=0 满足 方程 (44), 就 是 
SE ЕЛИ Paypi AR SF 3638 ay ЖЕ ( 28) 38 
Бега ЗЕНОН ВИА о 28 
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2). Pi 8 р: НАУ. ЕЕ Г, ЖЖ ERK, WER 
作 ( 一 上 ,其 中 有 是 正 数 ,可 以 把 一 般 积分 (44) 写 成 下 面 的 形状 : 
(45) (2%12 + ny) mast пу)" = Ç (м>0). 
КА. 2=у=0, 得 到 C=0， 就 是 说 通过 坐标 原点 的 流 纱 具有 方程 
(2212 + ту) (т.е зу)" =0, 
а 4 FES EPR ТЕН Ж: 


MT niq = 0; 
(46) 
Mv 1101] = 0. 


如 此 在 所 考 讶 的 情形 下 有 十 人 条 而 其 只 有 
两 休 流 丸 ( 积 分 曲线 ) 通 过 过 奇 民 点 。 适 样 的 
а НИНЫ ЗЕНА ВКЛ. С УЕ 
б, HARDA SRE R СЕ u= LBY, 
ЗЕНА), EAR (46) ЖЪН АО SR 
(29). 
3) р: № р: ЕТ: я > 
pı=a+ 681; р-=а- р; (а № 820). 
EFM LRM АРУКА В р MERE, 14 
ЕЖА АКЕ СЕ НГ, ВТУ, БАЕ — ПЕЕ m 与 wm， 
用 (一 如来 蔡 代 其 中 的 ?就 得 到 第 二 个 方程 组 的 解 ma 与 ns。 根 据 公 . 
A (39), НИЕМ, ¿£ Éa 7 ВАМ: 
=t m = 1 і, 
НЕ 
(47) $1= DiZ+Q195 m= 027+ 959. 
方程 (43) 就 是 : | 


176 в 等 E F яв 
dt, + ¿dni dEr — idh 


i 


(a -+ Pi) (Er + mi) х (а — В) — mi) 


dt, 十 ати dE, — idh 


(E PF a e в) — @ Ta 
考 感 前 后 项 的 和 与 差 的 比 , 依 照 比 例 的 性 质 , 可 以 求 得 : 


8 = т 
— Вт В+ ат 
由 此 
2141 + mim = + (idm — 81). 
或 
Е. 站 十 T tir, == 1 E dr 一 n dt, 
+ °, pa б 
ый 
ш= 224-22; 7: 
就 有 
du а dv 了 
bu ИЕ ; 2 18 u= are tg 9-1 ©, 
试 是 推 知 , 一 般 积分 是 
(48) lgV E +y = are tg 714160 
8 21 
或 
2 атс tgm 
ИЕ =Ceß “kı 


在 平面 (#1, т) ESIMERE 2: = cosg; m=r sin Ө, 88453: 


ч 


ч 
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МИ A 
ЗЕ, ААА (21, т) Н, ЕДЕСА, TE Та] — У ВЕЛИ 
原点 [1,83], HHE, у) (Ёз, m) На А (Ат) ВЕ ДЕН Җ 
(2, 9) 中 ，, ARMELE ARRIRA, ЖИ, AMA ERRET RA 
АСАЛА) 308358 А ЖЕЙН, M HAERA R AS e E 
Pre (B30). аена a HA KES. 


图 30 | 图 31 


4) p: 与 p+ ХКС 67) ЛЕА (48) a =0, 得 到 


(49) itni = 0°, 
(50) (212+ qiy)? + (pez + ооу)? = 02, 


人 替代 了 图 周 (49) 我 人 得 到 相似 的 椭圆 。 如 此 ,在 天 情形 下 ,没有 一 
休 流 和 多 ( 积 分 曲 绿 ) 通 过 过 麻 要 点 ， 不 过 与 前 一 种 情形 不 同 ， 在 过 种 情 
形 下 舍 委 点 被 封 团 的 流 和 贸 图 着 (图 31)， 而 不 是 被 螺 狠 挖 着 。 送 样 的 奇 
要 点 叫做 中 心 。 

(ВЕНЕРА =p ДИП р=р 代 久 到 方程 粗 
\411) 和 与 (41:) 时 ,可 能 遇 到 雨 种 情形 : КЖ ЕТПЕ ШКЕ, RE 
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人 么 数 中 至 少 有 一 个 不 等 聆 团 。 先 考虑 第 一 种 情形 : 
(51) @12=@21=0) @11= @12 = рі, 
过 时 方程 (38) 具 有 下 面 的 形状 : 

ах йу p dz ау 


— u=. —=— =“ — 


iZ ру" я g 
於是 它 的 一 般 积分 у= Cz ВЗА АЛАК, 就 是 说 ， 坐 标 原 点 是 
节点 。 
5) 傈 数 


(ae, Ge, @11— Pi, @22— р 

AED- MEENE КЕ H | xe Py ms Fü аа ЖА A 
EF ав = ал =0, 注意 pi 是 方程 (42) 的 重 根 , 就 要 得 到 аз = ass = pi. 
在 所 作 的 假设 下 ， 方 程 (42) 成 篇 方程 pP (Gu T aa2)p T ал102 =0, JH 
УЖЕ (42) ВВЕ ИЖЕ ЕЕ аз = азо, PE an Ж as, 的 共通 值 就 
ЗЕЕВА, АФН ВЕ баа = ао =0, Ду {Б (51), ERR 
АЧРРРЕВИБ EHEZ. ЯТУЫН a, 与 a, НИКАК, М 
如 , 设 421250. HFE) НУКЕ 


— @11 t az 


21 о 


tA R RAPIPI B, КАИ p=p В, ДНЕВ 
个 方程 : 


i — G 


4 = еә 
取 Mi= ag, = коле › А 
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Aii 一 Ang 


(52) о 


ж ДАЖЕ у 保留 议 前 的 不 动 。 微 分 方程 就 可 以 寅 成 下 面 的 形状 : 
аб _ dy 


人 


PE 4125 + aay 
或 者 ,用 由 公式 (52) 所 确定 的 2 REAREA 2: 


45 __ у 
pš ¿£ + руу 
5 ЗЕ t ДЖЕН: у 
= 15, 
把 方程 化 篇 

145 dt, 
pi Š 
=Z 1 (С2) 


£ ЖС КЛ БЕЙШЕ ЛИН], ПН 2—20 БУДА у—>0, ШУ 


> 
y =- Fi 十 区 (CE)] >, Y 
1 


ЕН ЛЕЕВ: (2, Yy) FAA HAR 


穿 过 坐标 原点 而 揭 OY ФАНЫ] (32), Е 
НТ е 
аР (35) А] (38) 的 形 
ХАР, АВЕ (ТЖ 
T. REPPI, MEMAR m 


MRENE MER EERE ERRER RER 


ee Ы аач a ГЕ УЕ ' uk a тер СТЕ р РЕЧИ 
ЕЕ т ж 
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=— жашынын. 


УД: 


_ 0 d 
OTt 4119-46: Aer T+ GO; + h, 


ВЕНА ЖЕЙК, MADAT k ЕН ВЕН — НЕ 5 EM: ER, 
УБЕ r ТЕЗЕ ЕЕ ИНД АБН УЕ 
a НИИ: ИЕ 
911% + any 6122 - сту. алан 5529-1 соду + 2? 
Вер БЕНЗ 2 ВЕ у 的 高 座 一 次 的 项 。 除 去 例外 情形 ， 求 
过 你 的 方程 的 积分 不 能 化 需 普 通 积 修 ， 不 过 在 某 些 情形 下 ， 可 以 由 方 
程 (53) 中 分 母 中 的 一 次 项 的 公 数 来 确定 奇 四 点 的 特 向 ， 完 至 不 必 求 到 
个 方程 的 栈 分 。 大 概 的 说 ,可 以 霹 檬 考虑 : G < ну ПЕНИЕ, 
就 是 说 在 坐标 原点 的 近 傍 上 时， 方程 (53) 的 分 母 中 的 高 次 项 奥 一 浆 项 比 
较 起 来 是 很 小 芍 , 於 是 可 以 过 样 想 ,在 坐 樟 原点 附近 ,积分 曲 牺 的 分 仿 ， 
和 无论 它 是 怎 胡 榜 的 ,要 近似 於 在 分母 中 只 保留 一 次 项 上 时 所 诡 有 的 情形 。 
寿 是 适 样 ， 则 关於 万 程 53)， 我 们 会 遇 到 以 上 尘 放 共和 缚 性 运动 所 有 的 
同样 类 型 的 厨 回 点。 除去 某 些 例外 ， 事 实 上 确 是 过 样 的 。 我 们 只 把 最 
ВЕ ЕЯ Г ЖЕН: 
1) 者 二 次 方程 (42) 的 根 是 不 同 的 窟 根 而 且 同 号 , НУ (53) у 
虹 点 是 节点 。 过 指明 ,任何 一 条 足够 逼近 庆 奇 要 点 的 积 修 曲 糠 通过 过 个 
Ио 


(53) 


2) (40) ПАРЕ И ЗЕК, Шау ЖЕШ ШАШ, MERAN 
ПОЛНО За Pk. 

3) 者 万 程 (42) 的 根 是 补 根 而 实 部 不 等 於 老 , 则 奇 且 点 是 焦点 。 

4) 车 方程 (42) 的 根 是 划 虚 根 , 剧 奇 四 点 是 焦点 或 中 心 。 


В шї, WARED БОНЯ М 
КУА те ДЕЛ 


sl Ж м 分 
54 . 容 各 ЗЕЛЬЕ НОВОЕ PU 
J| Opa, 


CEMER. ЗЕ Н} fa) ЕЛЕ ОХ фр) НЕ 
(a b) Инн, НЕ лава: НИ EE o 
过 一 节 中 我 们 扒 麻 积分 的 概念 

киел а 0а 
ЖЕ] Н! В, ЖА 
面 上 的 其 一 个 区 咸 。 在 过 一 人 节 的 计 诊 中， 
RPA Пт: е е ЧЕР EKRE, IA 
УЕ ЖЕ НХ МЕНЕН ЕР Н. ТЕКЕ НАК 
Жо ЕТ п BJ 36232 BBS. ЯК 
[Ең WW OK AOp WAK ВИЯВ, БЕЛГИ. 

El 35 AP065528, WREE ЫН НЕЕ at 
ЕАО ПНА — MA, ЛЕНЕ ДАВЕ С ER 
算 容 种 的 问题 ， 

我 们 知道 , ЯКИ FPS HH SR у= Ла), ОХ НР) REMEE: сз, 
=, ВЖЕ, ЕЛЕ, 面积 
BJ PL ЕШ ЕН) ДЕД ЖЗ ВЕТ, 87]. 

( 181) 
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现在 我 们 来 看 一 个 类 似 的 问题 ， 束 是 计算 物体 的 容积 v2， 过 物体 
的 春 面 是 : 已 知 的 曲面 (S)， 它 的 方程 是 
(1) z=f(x. у), 
平面 XOY ， 以 及 一 个 柱 面 4C) 。 过 个 柱 面 的 母 元 平行 从 OZ ИҢ, E 
把 (S) 投影 到 平面 XOY 的 区 域 (0) 上 (图 33)。 

ДЕ [1,104] 中 我 们 议 过 用 定 积分 计算 物 钵 的 容积 ， 只 是 需要 知道 
物体 的 平行 断面 ; 对 基 现 在 的 问题 我 们 也 上 用 过 个 方法 。 

RAER, Rth CS) 整个 出 现在 平面 ХОҮ Z E, ЧЕН. 
ДКА EARS (о) Ву ӯ (Г) ERESI o 


E 54 


用 平行 蕉 平面 YOZ РЕН ЮНИ ВН, gp 98 2Ë- 
面 X0Y НЕА ОУ 轴 的 直入 (图 33 5@ 34), HERR Eiee 
的 横 坐 标 各 记 作 ac Pü b „ НЕ СГ) СВЕ С) 与 (2) 的 
界 绿 上 的 点 的 横 坐 标 ， 间 两 部 分 (1) (2) 中 ， 一 个 是 平行 从 0O7 $h 
PPR q А.Е (G) МАИ, АННЕ (图 34) 。 每 一 部 分 
各 有 它 的 方程 

(2) = Фі (х): у = 9з (z) š 
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R YOZ EER < НР РО ЕЙ ЕВ. РБА 
х, ЕЕЕ S (x)。 於 是 就 有 [1, 104] 


b 
(3) © = j S (x) dx. 


РЕЖ S (z) ИА, ЗВ М, N, N, M, 的 面积 . 
EMRE PQ L, СУ: 平面 PQ gim (5) FZ BJ uH Sa 
N, №. {ү OY ЛАЖ М, М, Ру БЕЛИНЕН М, Ni М, Na, 

H ДЕР e B) Br L BJ B Ay BS ЕНУ z ЛЕ, ШЖ N, № НЕ 
标 可 以 算 作 是 9 的 画 数 ， 过 个 画 数 是 赏 工 是 常数 时 由 下 面 过 方程 碎 定 
的 

| z=f(x, у), 
ER AE у ДУ ЕА (у, y) К, Жи № у, НЯ М, М, FA 
алк (o) Ж#Н за ЕЕ Ek Ayy Rk НУ ЖЕ ЧЕ ЖЕ „ 

根据 ГІ, 87] УРА: 


Уз 
S= f у(х, У) 4: 


У! 


代入 到 (3) 中 就 有 : 
b 
(4) v= {ах | fe Dd. 


ВОТ УАВ МАЗ, ХАК, ВЮ 
ЛАВ z НЕ, Ру КН, АЛИЕН х 求 积分 。 

ПРА" XOZ 的 平 通 分 割 所 答 的 物体 ， 光 从 相同 的 容积 我 
PESSAR EA: 


184 с м хх B 


ш aa 


P r 
(5) v= | ау f у(х, ууах, 


Жн z, Ва zs 是 y ПО: 
(6) T=WY); =. (у), 
m e g ВЕЛЕЛ ВХ (Г) .上 的 y ЖИ (339834). 

公式 (4) Яй (5) 是 在 两 个 假定 下 推出 的 : 1) ШШ (CS) 整个 位 众 
Жш ХОҮ Z E, 2) 曲面 (S) EFEM ХОУ 上 的 投影 (c) В (2) 
Я-А ЕЕ УАДЕ Z 25 УМА жит АЙН Я: ЕТ, BUZ 
A (4) R (5) ИРА ЕЛЕНЫ, MERRNI, 
РА ХОУ 之 上 的 容积 囊 《+ ) 3, Е, КН (— ) 52. 
若 不 满 是 人 条件 2 ， 例 如 《图 35), Я) ЖЖ z= ЕВ 
娄 对 ， 则 需要 把 人 区域 (0) 分 售 伙 部 分 .使 得 每 一 部 分 满足 杀 件 2， 负 二 
WE, ШШ (S) 与 容积 2 ШАВАНН. 计算 每 一 部 分 的 容积 
时 公式 (4) 是 通用 的 。 


ш) 55 


Я] 1. ЗЕРЕН ОШ 36), ШЕШ ЖЕЕ O X, ОУ ВЕ =, у= ИЩ 
的 。 稚 面 的 方程 是 


0 
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E e 
7 半 情 形 下 公式 <40 ЗН: 
k { Е { k 
z _ x_n а -?—%) "= 
o= f a f | & |э(1-—5)®=+ | &(›—7—р, 
心 о 9 D 
Ë 
x P ру БР | в Г 
= | 起 
у} (; š 5 )ах [м а 5} el > 元 ah, 
о 


ЕГА 


2. Je Blue 


的 容积。 用 平面 :二 ПОНИМАЯ КА, ТЕШЕН, REFR 


ИУ 1-5. $J] i-5 
於是 利用 
5 (2) = ab (1 — Е, Үү, 
求 得 未 知 窑 积 是 
十 < 
0-е 
— £ 


55 .二 重 各 分 МН Z =/ (ж) 下 的 面积 的 近 亿 表示 法 ， 
RKL, 87] ЕЕ, 3EH H Еж — Н Ж ПОШ 
ВА, ЗВЕНЕ ИЕ ВИТЕ, ЕАО КЕНЕП 
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MEERA В): — ЗЕ 。 当 辟 候 的 
REH 加 而 每 一 个 都 趋向 ЗЕЕ, Ж 
RS 0 ， 闪 是 近似 公式 的 株 限 就 成 篇 
йк НЕА ЕО ТЕШЕ ЕЕ sN B ET o 
ВЕРЕ ЕВА В] РД. ИЖИ КЕТА о 
Таша Co) 《图 37) 分 成 很 多 个 任意 
ЯНУ ^ 2 Ат, ERRA H 
用 Ао 如 这些 个 小 区 域 ， 另 一 方面 也 
用 Ао 计 它 们 的 面积 。 以 每 一 个 过 样 
的 单元 作 底 作 一 个 柱 体 直到 与 曲面 CS) 相交 , MIERT о Е л 
ЖА. 显然， 我 们 可 以 取 柱 体 的 容积 作 仿 单 元 容积 和 的 近似值 ， 适 个 柱 苯 
的 底 也 是 Ло, ПОТ ЧЕ, MERKA Ac 的 曲面 章 元 上 任何 
ВИН) z КЕ. уния, 在 Ac ЕЕ М, ЗЕЯ, W 
REJSE N 的 曲面 (S) ЕР М № ЕЕ ЕЛ), ЯК 
Р(х, у) ЗЕ НИЕ, ЗАМЕНУ СУ) Ао, АЕ 
| о УТРО) Ао, 


人 d 


EREE MAA G BJ BF47 ЕН ЛАША ЖАП 

每 一 个 单元 лс, ТОВ УНУНА п RL, БТА] И 
ХХА EE, ПЕЧАХ: 

йт Df (№) дс = е. 
(e) 

ИН SSE f Н е2, PERRI (N) ПЕНА A: P АЕ Е 
过 个 和 的 和 极限 ， 过 个 极限 叫做 画 数 / (N) SER Co) ру ВАХ, É 
Н. ЖЛ: 


Yy 
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| 0 ао па Уу? Ас 


(s) 
过 个 标 限 的 存 酝 人 性 是 很 明显 的 ， 因 人 坊 像 我 们 以 上 所 共 的 ， 过 个 极 
限 星 当 答 出 以 上 我 们 所 作 的 容积 2 。 日 然 过 个 理由 不 是 散 格 的 ,不 迪 ， 
具有 一 般 人 条 件 的 A(N) URAA ARARE E, ERRERA 
存在 性 可 以 艾格 的 诅 明 。 
们 座 了 (NN)=1， 划 得 到 区 域 (o) 的 面积 0 И-М, Ш 
Т = {у ао. 


Се) 
我 们 来 叙述 二 W 积分 的 完全 定 闵 : БИ (0) 是 一 个 有 界 的 平面 区 
i, / (N) АЛАА ERA MWER AE с 的 每 一 昌 N 
рени MER (0) 2% п АНА, KELA, Ao, 
0 是 运 些 部 分 的 面 称 ， 而 Ni, №, …N 各 舟 过 些 部 分 上 任何 一 
в, 作出 乘积 的 和 : 


> F (ND: Аа. 
k 1 


ЕЛЕЕ Е п HRSA aE ЕВУ ЕРЕ АВ, 8 
Тай ВЕРЫ UH i E AN) 沿 区 域 (0) = Л 


ум de = lim у f (Му) Ao,. 


б) ^ч 
ЕЕ а, BEIER SS Ас, RRRA ТН КЕ ЕГШ] ВЕЕ BE СЕЛА 
ЙАН), Td. da: 中 的 最 大 的 数 是 do ERP tB 485 
АЕ Ао, ЖИВОЕ d> WER А НР I KE 


АОВ) КИМ, WAEI EREA YIA EEM ER €, 
ЖЕЛЕЗЕ к ANER 1, ， 使 得 [25 1,87] Rm dq—<n, Hi 


r- Улм) Аа, <e. 
k =1 | 


ТЕН НУ, пш EEDE ЖЕНЕТ, Е E ИУ ЙС 
ДЕНЬ, ЧЕН. ЖЕНЕ. hk (o) | 
ВЕ, УЯН БЕНО Ерл Z 
Кл, ИН ИН 
К, ЧЕН НЕВЕ 


Sia а 
U. 
E 


ын а. 
7 КЫР К 
т м Fa + 
: „ть * 
Ба № 
я" = ы 
„%` а 
ы, f 
= L 
те", 
| А 
ыы 


тыш uma а. aaa ga 


I 
) 
i 
i 
| 
t 


DERRIER, ЖЛ р | 
上 述 和 的 极限 的 存在 性 。 р E 
56. Вона E ИН, 
ЕНЕ Д 
二 重 积分 考虑 作 容积 ， 我 个 可 以 — UJ 
ау У йу ДА! 
КОМЕ ИУ, 1441 
ЕВА о) КЕ H r aj, — РЕ 
a 958 Ах, Ду Ауди) 4 a X 
第 形 来 分 割 面 积 得 到 单元 Ac С Ш 58 


38), ЧЁ Ca, у) 是 点 NN 的 坐 奈 。 这 时 可 以 写成 : 
КАМ == у(х. у). Ao = AxAy; do= dxdy 
МН. > 
j JN) да = lim Ул, y) АхАу 一 | | уе, у) dxdy. 
$ {с) 


(3) 


3y— 27181, Л: [54] РАТА ЛИЖЕТ, 
可 以 写成 : 


1» 
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b Yg хо 
(7) |} ге y) ахау == | ах [лее y)dy = [а {ле у) ах,, 
$ а Yı i +1 


ЖЖ РУМО РЕ, RERS (z, у) ЖЫГЫШ, 
Peu 的 求 积分 , ME д 

SERB MEDE n 0 | | 

HAW, ЗИНИН [54] 中 | 
公式 (2) ВЕ, Фра ЖД" F 
分 ， 也 有 类似 的 情况 。 只 有 当 积 分 
ERARE РНЕ C 
Чи, ERAR HERAA 


MORF JEER, marke I о тгк 
BAARS MER e Jr (Co) 是 59 


УЕ СМ 39): 
ИН Е 成， 则 


ф В P b 
(8) jJ; (х, у) ахау = | ах {7 (х, y)dy = { ау | f(x, y) dx. 


RRA do = dzdy UREE 坐标 系 中 的 面积 哩 元 。 

注意 ， 在 公式 (7) 中 把 < ЕЕ, ЖЖ у ЖЕНЕ НЕ 
ті OY 朝 的 一 竖 休 有 所 含 的 所 形 求 和 ， 其 中 所 有 的 年 形 有 相同 的 
宽度 dr ， 蕊 向 捉 出 在 第 一 次 求 积 分 的 刀 忠 之 外 。 第 二 式 对 工 求 积分 
НЕ СТАЙ РА: ОҮ 加 各 休 求 和 所 得 的 所 有 类 时 再 相 加 。 在 本 章 最 
谷 一 新 中 我 们 计 公 式 《8) 与 (站 Е. 
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ИЛЕ 00У Вии (Cp) 来 处 理 区 域 CO). aR (5) 的 方程 
ЖЕНЕ z=, р), 

НН r= ЕДЕ = 基数 我 们 得 到 超 元 Ac ， 茂 是 同心 图 
Ж] БУ, Ба Дилин) РЯ (il 40). PRA r Bü r+ Ar URNAR ф Ж 
p+ Ap RREFERA HRAJE Ао ЕР Ағ Arip 
HEE, PEDRERES, HE 
Ас-=гАгАф, 


вт Р) 0: 


f | zanas = Уло, 9) rarte= Í f ftr, Ф анау, 
(с) 


(e) (с) 


а 43423] — MERT, ВУК IEEE Л (г, ф) го AEH 
Ж, ЧИЕ JL ASHA KAA 


分 的 法 则 ， 不 过 现在 只 是 ” S/S 
与 9 佑 有 了 z 工 与 2 的 地 位 。 LX 

先 对 REDI y 算 作 њ OA 站 
00, ШНЕК A XO b KS d 
LS TE 与 p+ dy 之 阅 的 CC 
第 元 AG Kan, do 被 提出 在 КЖ TAD 
В RES HER ZI „ 
第 二 次 对 p RESSE 4 


EARMA Е А т WALER, REAA 
ЖЕЕ: p 的 极端 值 " 与 B (SHEU [54] 中 z ВИА) „ РЕЗНЫЕ 
ФЕНА g= ВИЛ НРК, Éa r, GEH 
WERE [54] PEE n Му) аа, 就 有 : 


= 
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6 n | 
(9) j [эое | | j fG, ) тапар = (ае у, 9) rar 


HR r, Ж ro. д Бо ИРИ. 

图 40 НЕЕ МИЛА С) 之 外 的 情形 。 АУ 
к хм, МУР: p h l KRA 2л, ЗЕНА ф BJ r 
п ОЖ] ra, Жл, ЖИК С) 的 方程 : л» = Сф), ЈЕ ЖЕ 
a 41): 


2r п 
j| J (N) ав = | fre ф) rdr. 
| а 


(10) тагат 
ШК БЕЛЕКЕ ЖАР ЕЗ Г А ЕВС, 

特别 是 ， 若 fCN) =1, 我 们 就 得 到 在 [t, 102] 中 所 于 的 在 极 坐 标 
ВКТ ВУКА ЖЕЛЕ ЗА, 


В ra B 
l 2 
faf rdr = |] (ri 一 六 ) 4$. 


CLI, 102] ВАА НЕЮ ra = r, 六 =0 的 情形 ) 。 


BJ ИЕ а ВОРОНИ АРИЯ 与 的 正 图 柱 问 的 容积 ( EN). ЛО 
心 作 坐标 原 黑 ， 通 过 球 心 焉 直人 图 柱 的 刺 的 平面 作坊 平面 开 OY › НАМИ XO Y 
ШИНЕ ЕЛИНЕ ОХ ай, MIRRI PUR ЛОТЫ PH ZOX, 
XOY Р. F'PSRIS ГЕН ARZE RE 

ТАЗА АННА ТИЕ, fy yapu АРШ 

"=a cos p 

以 及 OX ERER 其 中 角度 p ИГО ВИЗ Q, BER PRH ОХ ОУ. 

球面 的 方程 

g sa а”? 
在 这 人 情形 下 可 以 写成 : 
22==4°— (7+7), =V ar. 


ЯА, ЖЯ: 


= в 
2 G cos Ф 5 
= шр”. шы zri Уэзас 
о 4 [а а? mw=4| [560897] 05 p= 
+ 
а so түе F 
=+ | (@—a sinode as [созе — 205 | “一 
З ды ф == 0 
© 


57. HIER ЕБРР, На, 
ЖЕЕ ТЕЛ, ERLAR TSAR, HERSHME 
何 的 坐标 Си, v) RARA. НА 
(11) p(z,y)=u; Plz, y)=v, 
ЗОНЕ E а u Bü o KEHTAA ху. 


一 好 
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— ki 


图 45 
ты S o ПУНГАЗИ) ВЕ ЛЕГ ЕДО РИН 6 (18143), 一 


JERUK. НЕНИЯ, РЕЖЕМ ADF E. Н (z, у)Ж ШЕ 


定 的 ， 或 省 根据 (11), ‘ЕЖЕ u,v) MEE, aA Си, v) 
ШЖ ОЙ A fJ RER ЕН ЖЕ СВЕН z Wa у, WEA RAE, у) 
В АЧЕН G. о) 的 表 过 式 : 
《12) х=91(и, v); u= (u, v) 
AFi ES ИЕ J u Е r. 5 就是。 以 上 我 们 议 到 的 4 ЛУВРА 
Eo АИ Си. o) ABER СЕВА E 
МЕЧЕ е а E EAEN ERA) 
HARREI КАА ВЕ (и, 0) 下 的 面积 单元 do, 
9 ЗАС 1 8 AM E EEE OR: 
ф(х, у) = и; plr, y)=u+du, 
Ч(х, y)=v; pr. y)=v+dv, 
形成 的 面积 单元 M, M, М. M, (843). 
КЕННЕТ B, АМ, М, М, М, 的 顶点 的 坐标 就 是 
LI, 68]: 
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(Md x =g (и, 9); уф, (0, 5). 
(М) x; ==Ф, (а -Н du, о) =, (и, v) +290 0) du; 


уе =b 04 п, ®) ==, (a, о) + PED ащ. 
(М) xs == 9, (z + da, v- do) =, (и, о) 08089) а „тв do; 

ж»==®, (а ао, о-о) = (a, v) 0 0 da p WED до, 
(Mo х = p; (и, v4 49) =q; (п, 0) з Фо. 

У ==: (2, v- do) == ф, (g, 0) +20609 40. 
ЗВ ЖЕ ЛК ИЕ БЕ ШШЩ , T Z i= да — ZT. W уу = Уз Y,» НА ИН 
等 式 推 知 , AREE М, М. 与 М. М. 相等 而 且 同 向 。 同 理 称 段 М, М, 与 
Ms M, ВИ ҖЕ. СЕРР, M М. М.М. HÆ 
ITRE, E IH PS t= ЊТ М, М. M, WMR REDT 

do = Ti1( vs — уз) — ТАЄ — Хз) + (2,08 н хәр ) | а 

КАРЧ), 就 得 到 在 任何 曲 牺 ДАВУ F RR ЖШ ТАН ЛЕРД 
A: 


ИЕ — Г] кы v) рь, у) дч цы, v) | dudu =| D| dud, 


其 中 D MARB pie, v) M a yilu, v) nae u В о ERITI: 


p= 09164, 0) Valu, v) дуби о) дуи, v) 
си Ov бф ĝu 


耕 果 二 重 积 分 中 的 换 元 公式 就 是 : 
(13) { [ле У) = ) ғо о) | D| dudo, 
(g) (0 


其 中 (ив имо, СЕНТ у) ЕВ 
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IMER, Wu В o АЛЕ CO) MERRE, ЖЕ 156] 
ОБР ЧЕ БЕ ГЕ ЕН) — ко 

ТЕЛА (11) АА, JE u Mo ЖЕ ТЕНОР 982 Es , 
而 算 作 平面 是 不 改 寿 的 。 反 之， 可 以 算 作 и Во АЛЕ ЛА, 
BFAA OD 研 答 出 平面 的 委 换 ， 使 得 具有 直角 坐标 (2,0) ИЖ 
换 角 具有 直角 坐标 Си, 07) 的 点 。 过 楼 的 故 换 使 得 区 域 (O) 狗 形 坊 新 的 区 
域 Сх), W ERHAN. K 们 诡 当 把 公式 (13) А: 


j (л, уўат= | ха v)|D Чиа, 


Со) (2) 
И си 与 v 是 区 域 (2) 的 是 的 直角 坐标 ， 沿 (27) 的 积分 的 积分 БЕ @ 
ЖЕ 56 ] PARERI ЕЖЕ. Ж (х,у) = Р(х,у) = 1, MASER 
(S) BIR о 的 一 个 表 过 式 ， 而 是 写成 沿 (2) 的 稿 分 的 形状 的 : 


с = Si D | du du. 
С> 
ВЕН, Виж, р EREK (D ава (о) 
ВЯ, FEIRER ЖАШСЫН ВА, ШЕЕ (o) P уж ЛЫШ ВАЛЕ 
(2) 中 的 对 赚 的 面积 之 比 的 标 限 。 

6 1. ЗЕТЕ ХУ БАН зу, В ERS YK RNG o -BER 依照 化 
БЕРЕШ ДА: з 二 rcosg，y 二 rainy, ВЖЕ, ЗЕНА r р ЕЕ 
ЕЮ, ШЕЕ ДЕЕ, MER ЖЕНА ЧА (ж, у) НЯНЯ С, P) 
Өйде EER ЖИЫН А MRE › JER r=0,2=1, y=0, y=9 xB r=0, 
r=); ф=0, 9 =9n) ра, АИ z = y= 0 ЖНА ШИН ДИТ ЕШ ^=0, 
ИНДЖЕ ИНН р =0 E: p=: т ИЕЛ; ИННЫ РК, ВЕНАХ СВ) ВЕ Ж Ф 
ШЕШ EEIE ERUERA ИНЕШ» EGH НЕВЕРНА E Ж Bb [Bl sk 
Яр, Br ERDENE > 一 0 БЕ r=1, 对 9 的 是 y=0 № р=2ль ИЙИ 5 A Е 
[556] ТӨТЕНЕ НЕРОНА, | 
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р— (2603$) Qcrsinp) _aCrcosp) _ aCrsinp) 一 r， 
ar oF op ər 


ЕВРЕЕВ › do 二 rd кар. 
2 .用 常 二 侦 需 此 再 看 另 一 个 特例 ， 考 赠 界 於 坐 标 翰 旨 直 粮 * 十 7 一 < ОИЛА А А J 
(оў Шо 之 内 的 点 由 下 面 的 不 等 式 确定 ， 就 是 它们 的 坐标 麻 当 戎 是 道 蛙 不 等 式 : 
C14) a20; 220 z+y<a 
引用 新 的 克服 Cu,v)， #8 


x+ y=u; ay=uus 


就是 
ий. к с Е 
或 
ЕИ 
|= 4 »). yes Bo 
a a 


ИЕ (и,») BERF. НЕНЕН, PEA (14) AARE РНЕ 
式 : 0<u<a, 0<»< а, РЕ 一 个 正方 形 СӘ, МЕНЕЕ, ЖЕДЕП ERR 
[о Со) { -— C у) 对 应 办 СУ) ЕВА Cu u), REIMA. 我 人 后 到 本 从 
D PREA: 


REZAD A TERIER: 


jJ: (х, у) dx dy = |) F(u, v) = du dy, 


RE, ARO R (8) RHEUM: 


G ~ 一 x 


j= } п =A f aae {г 0) do. 


58.2809 在 [55] АИ ЕЛ, ШИ] ARAR ES 


> 


第 三 章 ” 重 积分 、 ВИВЕЛА ВНА ВВЕ A97 


By O MERS ШАКЕЛ Ө Co) ЕКВ. АЖ, Б E # 
(0) ЕН. Ат WERN A0 上 的 质量 ， 在 30 内 含有 


菜 一 点 N. A Ao ҖЕ НЕМ, В” ( Ао 是 上 述 单 元 的 面 


А) А АЕ ВНЕ Е ЛОМ), НЕ ЛИНЕ Л E ДЕН N ИН 
ФҤШ ВЕ; 


Az _ 
lim Ао = ON), 


若 把 《0) 分 入 小 的 单元 Ас, ДАУН СН а y I ЧЕ ЭК Ям 
РСМ) ло, т ERARECO) БЕА s: nj НК: 


wa k 
т > /(N)À o, 
(с, 


j На ht Ga Со) BJ БТА HRI Ао RKA, AAE Ао Җ Лр, 
ЗиЛ. нал ло НИД НЕОН ЛУЧЕ В. 
за ВЕРА ХЕ Е ИЕ, КАМЕРА, EMA: 


т оу ЛОМ) Ao= им. 


a) (0) 


ЮН ЭДЕ УЕ А БЛЕСНА И БОЖЕ | НА КАУ 
HRS. НЕБЕ 0 НУЖНА НН (S) 的 空间 区 域 (о). ЕЕ 
区 域 中 分 休 有 物质 ЕНЕ НЕДЕ m. WAHRER о IR n ААЛУ М 3G 
Av, ЗЕНА лсд АЗЕКЕ ВОВЕ TE Ал». И до ВИНА 
за gu PJ B R М ВУ, Ж 

Am 
Аф 
有 极限 。 运 个 极限 不 确定 了 分 体 的 物 碳 在 点 М 的 (8) 密度 。 
Pe MIESE ARERR RE E/M): 


а= 


198 Е? А5. Hr ый BA 各 


lini = =M). 
ЁРАТ, TAREHA: 
те У (Мул, 
Lp J 
E ЖЕЛЕ K HR НЕ ВА (o) 的 所 有 的 单元 求 和 。 
茹 每 个 单元 о ДЕЛ I] ОНЕ НА ДУН, НОЖКА, ЯН: 


" ы | | 
=] MYA 
ть = lun \ РМ уло, 


maei 了 三 重 积分 的 一 般 定 闵 ， 它 与 二 重 积分 的 定义 类 
1, их (0) АЕН Л, ЛСМ) АЗ, ВЕДЕ КУЕ 
个 人 区域 H, неч EER (о) 的 每 一 点 М, ВВОЗ AME. H 
(0) 分 篇 各部 分 ， 设 До, Avn, ---, Ао, 是 过 些 部 分 的 容积 ， 而 M, Ma, 
Ma 各 是 出 现在 适 些 区 域 上 的 任何 一 果 。 
ME RRAN: 
У АМ. Аъ; 


k = 1 
ЕУЕН > РНИИ АЕА ВВ ta R НЕ УШ БЕ A пао НЕВЕ 
ИШНЕН ЛО) iy S tk o B= ЖАЛ 


М) do =1i | J (Mp) Въ. 
AEK | “л | 


И: (222551 са, 是 部 分 区 域 Ао, ARRERA S: ХОЙ Ж 
CEER), Шаа, @,---,а, 这些 数 中 的 最 大 的 数 。 每 一 
ЛА a НЕРВ ЛЬ 9—0 HER., AHER I RRDA, 
ВЕ ЕЛИ: 当 答 定 任何 正 数 : if, EHBE W n, 


+ 
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使 得 ， 只 要 d<, 

г— Ў (М) Ао, | < °, 
| k=1 
Ежа Е НАЦИО) К ЕП» 

若 在 整个 区 上 戌 (2) E/O) = 1, NANE Pn. k h ЁН 7: 


v= | f f a. 


(0) 


Ма на, ж НЕТЕТ 4 FS J: Ip EL ae RT Sa. J ZE НА Wa 
积分 或 二 重 积分 。 

在 空间 作出 直 刍 坐标 系 。 人 坊 简 哩 起 见 ， 没 平行 其 一 个 坐 摄 轴 的 任 
AE ek P pa Ji Co) 的 看 面 (5) МАНИЯ, И: АННЕ, 
把 曲面 (5 ) 投影 到 平面 ХОУ 芋 ， 成 篇 区 域 (5,y) 的 形状 (44). 

曲面 (S) 生 柱 面 的 切 称 把 它 分 则 两 部 分 : 

(1) zi = Фбх.у); 
(IL) Z. = for. у), 

BER (o ду) fE faj Eh 
ВУ ITiS O Z ЧП] Е #ЮШ 
С) АВА (>), 
зе СП) Ще; FAR 
STEH ДЖИН ME Ри 2, ВШ 2, Ja 
(ху) ШЕ, 

现在 我 个 跟 制 用 下 述 的 
方法 把 (o) ЭМ ол Av: 
Ia 5k (о) 5 18 = 
图 44 小 单元 Ac, на 


чи 1 w нр РЫ ЧЕНЬ Q wam m. sma same wam wm x 
= 
Куз 
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ЖЕЛЕ ЇР—1ЙЖ Ж Ы Со) 中 分 出 一 个 管状 三 ， 再 用 人 披 此 距 № В Az 
的 平行 认 ХОҮ РАНЕ АНА и Er № Az 的 单元 柱 。 如 此 
得 到 的 容积 单元 Av 由 下 面 的 公式 来 表 过 ; 

Ао = AA. 

М Н — 19 8856 Ас РБ р HNC, y). ва ДОЛЯ 
НАЈК, ТЕЧ (S) К.А z, Ша. 的 点 ; ТЕЗЕ НӘКЫШ А. 
元 Av HARR Е —Ж М (а уа). 

在 公式 (13) 中 出 现 的 和 可 以 写成 : 

Y f(x, y, 2) Ао = У до Уу, у, 2) Az. 


(v) (в) (2) 


АДЕ E Зоя sa z. 由 定 积分 的 基本 概念 推 知 : 


23 
lim {ж У, 2) А2 = | ле, у, z) dz, 
(2) 21 


FI ВУИ EFRA. ИЗЛЕЙДИ А: 
> f(x, У, 2) Аг == | f(x, y, z) 42 = Ф (x, У). 
(z) z, 


ТРЕ КИУА) 96, WARME: 
уле, у, 2) А7 == У Ac 中 (x, у) 一 > ff Ф (x, у) do, 
(o) (°ху) | (zy) 
р: E 
ФИ] a= ff ao f ушуга. 
Ë (%ху) 


由 以 上 的 理由 抽 去 疙 何 的 解释 ， 台 引出 下 面 的 计算 三 重 积分 的 法 
Я. 


kak. 
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BEIER 
[Y| ze, у, д4 
(2) 
АА В: 1) EER O 的 界面 ($) 被 影 到 平面 XOY 
上 得 到 区 域 Cy) D 确定 通过 区 域 (ocxy ) 的 点 的 平行 部 ОР 
和 综 穿 入 与 穿 出 区 域 (0) №) м Жо Мо; 3) 算 作 С 是 党 
数 ， 先 计算 积分 


Ja y, z) qz, 
HEBREAT 
| ] ag f; (x, y, 2) dz. 
(4) 21 


Я ЛЕНА (х,у), АИ НТН АЗИ ААИ, КЛЕНА 
得 到 : 


(17) Је 2) dv= f as | dy {ло у, z) dz, 
p a Yi ži 


其 中 积分 限 (л. Уз) 与 (a b) 像 在 [54] PREE. 

利用 把 曲面 (8) 投影 到 平面 YZ 上 得 到 区 域 (y) 或 投影 到 平面 
XZ 上 得 到 区 域 (0z)， 可 以 取 其 他 的 嘎 序 把 三 重 积分 化 BRAAS, 
过 个 以 及 当 平 行 於 坐标 轴 的 直 迷 与 曲面 的 交点 多 蕉 两 个 时 的 较 复 杂 情 
Ж, ЕЮ АСЕН Ж 

公式 (17) TARK: 


b Уз 22 
{{ j flx у,2)ахауа2 = {а ау | f (z y z)dz, 
(v) а yı Я, 
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因子 dz dy dz ИНЫЕ ВЖЕ. ВУИ 
平面 把 容 种 (0) 2 Ема. 
т Сә) 是 以 平行 图 坐标 面 的 平面 
T=G; T= у=а: Y= 2=аұ 2= 6 


БВ Бе НВ, АШАТА НИНА ЛЬ И: 
b b, bo 


(18) Русе, у, z) ах du d> = аж [ау f Ca, у. 2) 2 


(ә) Шо чар (шз | 
59 Е ОЗ АКИЙ ЕЕ Е ЕАР MA 
HEBERT ЕШ» Ж{ШШ ЧЕЛ Жр ДЕЙ НАУ E ep БРКА 
生 标 ,在 坦 角 坐标 系 中 , Bl B rit ЕН ЕП) ЖЩ АЕР (a,b,c) ЖЕ, ТЇЙ 
过 个 阁下 是 平行 从 坐标 面 的 三 个 平面 : z=a, y=b, z=c 的 交点 。 如 
此 ， 在 过 情形 下 ， 窒 间 由 三 上 族 平 行 其 坐 硬 面 的 平面 
=C; y=; #=б» 
БАН» RP C1,Cs,0s 是 和 常数， 於是 空间 和 任何 一 是 是 各 族 中 三 个 平面 
的 交 淹 。 保 留 坐标 >， 引用 新 的 坐标 r 与 p 来 代替 
T ВУ, Е: 
T=rcosp: Y=rsmp: 2=2, 
坐标 r 是 点 M ZJ OZ ИВ, p 是 通过 OZ 
HEH M 的 焉 面 与 平面 XOZ 作成 的 角 ( 图 45 ), 
Ep Pl 008 J 20е, f DJ. th 0 % # zJ 
(+ 25). Cr, р,2) ШИЖ МОНЕТИ ДЕ Д5 ОХ Fl 
БЕШЕНЕ r= 0 ,而 对 於 它们 坐标 p 是 不 定 的 。 
过 情形 下 ， 我 们 有 以 下 三 族 坐 标 面 : 
r=C; ф=С:; 2=С:. 
第 I r= C, 是 图 柱 面 族 , СВЯТ: OZ hh. BIR p= Cy 是 
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通过 OZ ФНРД, 54, 第 三 族 z= Ca ЖАТКАН ХОУ 的 
ДЫШ Ж o 
ЗЫ: ry R zia AUE Ar, Ag, Az, ВНЕДРЕН 

值 ， 在 每 一 族 中 有 两 个 很 近 的 曲面 ， 运 隋 得 到 柱 面 坐标 系 的 容积 时 
Жо ЯРО Е ЧО, m НЕЕ ВНЕ 36 
СВ 46)。 不 计 高 级 钨 能 小 的 话 ， 运 样 的 单元 可 以 看 作 以 

Аг, гАф, åz 
У БЕЛМ, EMi T FE RL 45 E К rh НЗ 2 PA E. СНА, 

du = r dr аф dz 
ЈЕСТ 2 th — НУЛИ REA: 


(19) ул 49 = AREG Ф, z)r dr de dz, 
0) 2) 
2 


а 3, ДН ВЕНЫ ТЕ ЛЕ r 8 ДЕ 
ж жшт АЈА АП ЖЕНЕ ЛЕ „ 

例 ЖУРИ Л УЗЕ НИЈЕ ГАЈ 
ЖЕ, Ж ВЕНА 
ВЕС ). 


204 а = и а н Fi. 


НОКТЕ ВА, АМТУУЗАЛАБЕНДЖ ЛЕНЕ SRU IHH XOY 平面 ， 遂 过 坐标 I 
РИНЕ ҮЖЕРК М № w Е ОЛ» ЯЗ аР, h АБАУ, ro SUPREZBSEE РАК, 

在 柱 面 坐标 系 中 球面 的 方程 是 : 

аа? 或。 ван. 
ЗЕ ВЕНА AER HI F Ира ДАЖЕ: 
J p2) Б-р es 

ЯН 5 с ВОЖУ Ek 
府 明 公式 (19) 得 到 : 


Ка: — ғ? 


2к т» 
"= [0+7 dr dọ dz = ИШ) гаг f (5 十 cz) dz = 
fo 


(0) а-—в 
z == V az: — yri 


=2а | [z ++ 2 | rdr 
0 


£ == G — & 
Wa BUCA xs 的 值 再 求 积分 ， 就 得 到 : 


=b 
zm Оев 


其 中 о ЗВЕНА, 

жер ER L 48 EFL dk Гар ИВЕ, 2х М 是 ЖЕ, ` 
OM злу М ЕБЕ FE 
M пая РЕН FSER E E: Ж 
段 OM 的 长 度 p ; 通过 OZ hh ES M 的 
ФАН ВАР XZ 作成 的 角度 2 ; #5 
ОМ ЗЕМ OZ 办 作成 的 角度 0 С 48). 
ER, р УР ОН] (+ <>); ЖЕ 
p 由 OX ф йө H 计算， 可 以 由 10 
ИОН] 2л; 24, НЕОН OZ НИЕ № 48 
方向 算 起 ， 可 以 由 0 С] z НЕТ М 对 应 其 确定 的 坐标 p, P, Or 


им 


— 
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反之 亦 然 。 由 点 M 作 平面 XY МЕ ММ, Вена N WOX t 
HER МК. EOK, КМ, ММ 显然 输出 点 M 的 直角 坐标 z. у, z. 
由 直角 三 角形 ONM 就 有 : 
О N= р sin 
再 利用 直角 三 角形 ONK. 结 果 喜 得 到 由 让 角 坐标 化 坑 球 面 坐 标的 公式 : 
ж = о sin Ü созф;у = p sin 6 sin (p ;z = p cos 0. 
REKA ТЕ ЧА PE HH ИШ Ж: 
р=С;: ф=С,: 0-0. 

Е Ри НИЕ НУКЕ Ж; 第 二 族 是 通过 OZ ЯҢА 
Дш Ж: 第 三 族 是 以 02 НН. ГЕ, ЖЖБИ 
O 对 怒放 c=0， 而 另外 雨 个 坐标 与 4 ERER. SABT 的 位 
J: OZ ERN А p 是 不 定 的 ， 而 =0 k л, 

Р р, б ай Фф ҮЛЕ Иа Ao, A0 与 Ap， 就 得 到 球面 坐标 
ВЕН л» WEE 
НОЕ — 1858 H Де — (НАА ES 
сй. НЕ Е — J — 
Ее (图 49 )， 不 计 
БАШЫН Унан, за ВВ 
最 元 可 以 看 作 以 

de, рід, р sin Odp 
Ну, RE 
单元 容积 的 表 过 式 就 是 : 

dv= /2sin 0 do dl ар, 
由 此 得 到 在 球面 坐标 系 中 
二 重 积分 的 表 过 式 : 


206 а 等 ия ж T 
о И ож 
(20) {({ ЛОМ) do = {{{ (о,0,ф)р? sun ddo 10 др, 
Сә) Ww) 
ЗАЛЕ ARCS ERSE RARAS, И, MATFRE: 
ЖШ ДААЛ НБ PLR C) ДЕР 5 —- RELH Со bes ОШ 
50); 讼 到 投影 是 ik (0) [АЕ А9 Z 


原点 在 Со) A, RU Co) 与 整个 球面 重 
В]. 38 (0) 上 所 有 的 点 引出 向 量 趾 AN 


径 ; ИНЕТЕ, ЕВ 
"РВК. ЗЕ А. (0) 的 点 以 及 穿 出 (0) 
Ип; ЗЕЕ АЦА In] Br РУКА ИДЕ 
бз 90 рз CE ЧЕЙ ДАЛЕ {УЛ Со) 之 内 Ш 50 
№, е, =0]. ERR PEE 


| | [7% 0. ф) р sin В 2р dÜ dp — ff sin 0 40 de fre. 9, 9) p° ар, 
{2} р; 


Epoo AE fi Pd p fJ ПАПИ Ж 390 与 的 积分 限 依照 区 域 (o) 的 
EARE o 
p) 求 一 低 密 度 不 霹 二 的 于 8 商量 , aE ОВК EEEH hlo ТЕ tE F, ВН 
Ho ТАИТ НН o MHEAS Со) ЖЗ, а: 
28 т а a 
m = ШИ J (g) pt sin 0 dp dû dç =) dy | sa ТД pdp 一 {г р?ар. 
O) 0 0 


着 密度 是 常数 而 等 办 一 ， 就 得 到 球 的 容积 的 丰 过 式 : 


д 
3 
v= дл | cèdo = ай 
А J 


НЕ AF sinf df dy 具有 很 重要 的 帮 何 意 渡 : НЕЕ — 


“ha 


一 一 一 一 
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的 球面 上 ， 由 泛称 及 平行 的 阅 所 分 
成 的 面积 外 元 (图 351)。 如 果 我 们 把 
牢 径 篇 一 的 球面 分 入 任意 形式 的 晶 
元 de. #1483]. 


Jf [rona = 


(2) 
P 
== |] йо fr p° 20, 
g P1 | 
Др (о) EA HJH 2 Ву rB t p 51 


СОЕ, PrE НУ) НАЛА Cu) 在 球面 上 的 投影 的 区 域 。 

Б> АН. 以 单元 do НЯ ЗВ ЕА АА сЕ, Эа 
JÜ ЕН) КЕ ЕПН q ЖЕЕ, "БПИ Зе АН. НА ВН 
ШЕ EB JL ЕРТН) НЕШ ER ($) 的 单元 。 

ERIA EAZ B] iH АЛИН 情形 下 ， 点 的 位 
道 由 三 个 数 gq;. 92. q; ЖЕ, зн — Ajian Wa Er д, у, z 由 下 列 的 
АА: 

(21) VC 9.2) =: у (x, у, z)=g:; в (z, у, г) =ав. 

Ят qi. Яз. аз AREH ЖАҢ, Я СА ЗЕЕ ао 
жЕ = ИЛЕ Н ЧЕЙИИ Ep y. ЕЖИК, ЕЕ, ЪЗ 
К 57] НКМ ШЫ: ВТЕ НУЖЕН о РЕНЕ НУК. 上述 容 
ВН du HJ PSS ЕРУУ, WERK (21) ЖЭШ х у, z: 
(21) х= (01, аз. 93); у= у (аз. аз, Qa); 2= ©з (91, 42, йз), 

ДЇ du 的 表 巡 式 是 : 


dv= |D do, das Чаз, 
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於是 二 重 积分 的 换 元 公式 就 有 如 : 


Ју У, =) dx dy de= f f f Fin Ga: 93) | D | dq, dq, dgs, 


其 中 Е (di, 95. 0з) 是 由 f Е.И. 2) ЈА Ра (21,) fr) ka НЕЗА) ВЈ 
ПР Æ х. у, z ах, аз, 03 НЈВАТУ: 

Фф д 1 1 де дф, а до, 
OPs (№. до, _ 0%. . 5: +52 pa ° а 2) T 


да ` д 
Ф \дз ` д 9% 00) Ф мои 5а) 


+ да. 04, ° дь Oqa Pal 
АЛЕ [57] Pik, ZX (21) W uj РЕ ЕЛЕ, анн. 
有 直角 坐标 (х, у, 2) НН] AA (а, 9 9;) МЕН, 38 
样 解释 的 话 ，| DD MAHBA h (a, q., аз) ЖЗ] (ту 2) 时 ， 在 指 
定位 秆 的 容积 改 黎 保 数 。 
对 人 於 熟 悉 行 列 式 的 厂 者 ， 我 们 提出 ， D ERREA AER ЕАУ т 列 式 的 形状 ; 


D = 


Op: Оф Om 
д4,' 94,’ д4, 
D = дф, Оф, дщ, 
дд» ' 9ga ' 4 
др дф, Qo, 


дд" А Öga 


E III h ЕНИН ЖЕЕ Ж ИТУ 
БЇ БЕНИН z+ у а 之 间 的 四 面体 (7， 它 由 下 列 的 不 等 式 来 确 
定 : 
r>(0; yA: z 0; r+g+ z<, 
В 
ху 2= 41; в (у 2) = 0 95 а2 = 44303, 
HE (9. 9,93) MERER AER. ы ERAAN: 


“+ 


“> 


外 一重 里 积分 、 ШЕК оў МАЛИКА ТН? 209 


тзг — UJ r = — . 


а 
T пен 


或 


x= 9. I) е- 0з) ‚ у 49300. е Q+) ，2z 一 241 


RTE 157: 中 完全 一 标 ， 四 而 体 Со) А Съз: 0<9.< а; 0<g <a; 0<gs <a. 
KET ПАВ: 


(| f(x, У. zY dx dy 02 = j! j F (qu 9», 1) 27 — 9::9309.14.17% 


或 者 ， 如 | 果 确 定 出 积分 限 的 话 ;: 


а с ~ X G — T — Y a a 
> 1 й I 
[4 j ау f(x, У, z) 4: = | алаа | 4:94: j F (qx 9» 9). 
0 0 0 0 о 


61. PADER ЕЗЕН 定 奢 分 的 €A, Ж 
ЕЛА, REDA J EBCB2 ДЕ [1,94], ман) р РА Е 
ЖЕН. BORER, REENE ЕН, ЖУ 
РАНО Е НУ о 

1, 和 党 因子 可 以 由 积分 号 下 提出 来 

И oj 0 йаа | | уол 
(е) (с 
П RARER ТИН АД ЗЕЛ Ж J B AN 
ff umem = | лоо ае f f oM do 


(a) 


ПЕ r ELI Co) ЕЛ БК Z ПЕН ШЕЛ ИН Ар EK Co) ) 
Ж (ox)], ДИН И ТЕ ТИИ ZA: 


|} шы! (№ do + | f AN) аа 


(gs) 
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a—— da ан ŘE —. r  — танана — r mm. r 


1Y .车 在 区 域 (0) 1 Z СМ) (N), H 
|| do = | | Фао. 
(z (а) 
Fem E: 
MUL 


(a) 


уе 


(9) 


VEEE O) Б СМ) КРЛ Е, ДН РЕГ НУР 
EER: 


Г] лом do =f Í (е мае, 


(<) {с 


其 中 № EIER Со) РЧА Ж 
— о 

特别 是 当 р СМ) = 1, 我们 7 
得 到 

{ум as= f (ув, 

Се) 

其 中 0 是 区 域 (0) 的 面积 。 

关於 三 重 积 分 也 有 类 似 的 性 
质 成 立 。 

Е, SRO ДУВЕ 
积分 作 篇 和 的 极限 的 定 闵 ， 我 们 o 
ЕВА А ГАЧ, ÉA Ш 52 
在 任何 情形 下 ， 被 黎 画 数 了 CN) 在 积分 区 域 上 是 有 界 的 ,就 是 说 ,在 在 
ае А, ВЕЛАТ АЈ ЗГА ВО Л ЧЕРЕН СУ) KA. 
ЖЕЛКЕ ЗЕ ЛЕЙ", ДПК MER WASTE, ВЕНА 
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m 


定 积分 过 个 成 立时 类 伺 [1,97 L 98] 。 我 们 在 本 章 S 3 HARR AR 
积分 。 
62. 曲 面 的 面 种 ”我 个 把 给 定 的 时 面 4S ) BJ 5 Fe 65 6: 


(22) z= f (z, и) 
УЕ ЕВЕ 

 _ :下 
(23) r “Sa р; т: =а. 


| е {ЧН 1,160), ШИН (S) ЖЕЛ (х,у, 2) МЕНА НЕ Я Эй 
p. q. (—1) 成 比例 ; 就 是 说 , hA mE, и] Н РИЈА 


соз (т Х)=— Ро р 608(п,У)=- зы. ый 
+v 1-+p'+ Q Ну 1+p'+@ 
` 
(24) СИ = ! 


Фур 

我 个 来 确定 曲面 (5) 被 柱 面 СС) 蕉 下 的 一 部 分 的 面积 ， 运 一 部 
分 曲面 在 XY ЖЩ Б ЕЖЕ ШЕЛ (0) 《图 52)。 把 面积 (o) ДВР 
TAT 以 Ar ВЕНЕ (S) ВРАНЬЕ AS, 

ЖФ&—1 ЛУ о Еф N (ЕТ), РЕНИ ВН 面 (5S) 上 一 点 
М (5,7,6). Др E= f Е, 1), В M 作 曲面 (5) ВОЛЕ, 8 
AS ВБР Ао SIR WJ EET fE ГРУ — ЛР 

党 单元 50 В ИНӘЙ. ПЕ — ЛЕНЕ ase Ra 
小 上 时, ДЕЕ) Е пн ЕРИ е ЕЕ ЦЕ ЖЕШ ШП (S) 的 一 部 分 
HAR. ATRIA, BARRE ER (о) ИЖЕ. 
单元 Ar РНИИ НЕ AS' 在 ХУ 平面 上 的 投影 ， 过 两 个 单元 所 在 的 
平面 的 靶 义 作成 角度 (n, Z), ЁЛЕ НИКА, (23) 中 第 三 个 来 表 过 ， 
Br P) 此 诗 在 下 真 ) 
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ЖЕТЕТ: 
Hie, HLH S, Ea Н. 
8 = lm А5’ = lim y 1+ р һа? А с. 
арэ 


ASAA AERAR Со) 的 二 重 积分 ， 苍 是 我 们 得 到 : 


(25) $ = f f И ltp to d: = j f r Itp tg ахау. 
Ce) (z) 
EEKMA, MARR HEITI OZ ЕН, F АУ BR BI АО 8 
的 面积 。 
АРЕ FARZA H h АЧ 87605, HH cos (п, Z) 的 


Ао А 5! 或 AS' = урар Ас, 


0 
| Gos(>2 Ду! 


ЗВ Ж dozy 是 45 在 平面 XY LRE ЯН. do, 与 28 
算 作 还 和 的， 及 以 要 取 cos (2, Z) ВУИ 

我 们 假设 由 公式 (23) ЕН р Яо АЕ (ху) НЕ. h ARI 
Нур, ВНЕ (25) ЖЖЕНИЕ AS 的 和 的 栋 限 ， 
И 565 ЕЛЫН 
ВИЕЙ. TERN БИ 5: =5, cos p 成 立 。 实 际 上 上 ， 用 ИШЕ ЖЕЛИ? 
АВ, Нон ЕДУТ Д (5.7) Ж (5) НЕ Ж» ЕШМ CS.) НАЈ 
UE НИ, EES TIREN СБа) ВА (512 的 交 急 的 两 浪 保 持原 来 的 
Жр» ШЭН) соз фз ВЕРО СБ ВЕСЬ dz ay， 则 前 从。) WER 
是 cos F dz 4y, КЛЕЯ: | 


5з := Г | соз ф dz dy = cos p | | az au = Sr cos Ф, 
91) (S) 


(26) 45 = у} p° + ü do, y = 


W diyy = | соз(ж, Z) as. 


, v 
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以 前 也 证 明了 道 个 标 限 存在 。 以 上 所 和 给 的 曲面 面积 的 定义 具有 一 点 缺 

К. ЛЕНУ] ТЕН, Иов ХУ ВЕ 

Je, ЯР ВН, ШШ 积 的 大 小 44638 КН ХУ НЕ. Е 

Ш, #27715 OZ НА Ни) ен, BAAS) # 

Е НТН , ЖЕТП НН НЫ, 1907 ВАА R o 
Pi 1. 计算 156] 例 中 考 碟 的 一 部 分 球面 的 面积 。 


我 们 有 
— x x 
z = И aš — xš — yz; = 22 
й == Ж — уч р vo r p > 
= = = 
== а хауз — 2 


Тадаз ает. 3 Pe iLa @ 
ИТЕ е = 1+ + P= = _ @ 


¿Ç 
F а cos ф Е 
$ = 一 - rd = === 
ME ар 
(5) 0 0 
3.4 ғ == 4 cos 9 r 
2 2 
=2 | -VEA dq =20 |ü апа =20 [+ — 1). 
X г == Ü Ü 
2. 求 柱 面 7 
(27) 22 + у= а” | 
| 
ШЕН | x 
/ | 
a Еее 10 wl y 
截 下 的 一 部 分 的 面积 (Ei 55 | ЛЛУ 
在 庆 个 图 题 中 › ЖР у бз Em, 而 z или / ИУ 


(37) 确定 的 y Ж. z 的 图 数 比 较 方 便 。 在 在 面 YZ 上 的 积分 MY 
区 感 是 个 加 ， 它 的 贺 周 由 方程 (28) 确定 > В БИЯ 网 55 
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МАТЕ, 所 以 就 有 : 


S=8| (1 1 Fp tg dydz, 


Со) 
其 中 
__4х___ у, — dx _ 
х у а п 
у! 十 8 十 人 == pn = p = УЕ s , 
RE 


= Ba [ arc sin VE уза” +[ № 上 


Z = Q 
== 8а*. 
£ a Ü) 


63. 曲面 稿 分 与 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公式 ” 关 共 治平 面 区 域 的 二 
重 积 分 的 概念 ， 不 如 推广 到 党 曲 面 的 积分 的 情形 。 设 US) Еж 
面 《 闭 的 或 不 财 的 )， 而 2’ ОМ) 征 过 曲面 上 的 点 的 男 数 。 把 (5) 分 篇 
п 部分, JEER 551, ASe, -.--.. ‚ 25. 2585869 НИЙ, М, M, 
кыша ‚ Ma ЕЕ 20863 Е 0] ТЕШЕ 20 


> F (MD: 55%. 
k=1 
当 分 害 的 数 自 无 限 增加 而 每 一 部 分 AS, НЕ ВЯ 
АҢ ЕЕ Р (И) 治 曲面 (5 ) 的 积分 : 


= — 80 V at 21 


í (љт (MY dS=lim УЕ (Му) А5. 
(S: К ocr 


Ат Z МНН ВА ШИН Н, ДВ СОЕ] 52), wa (0) 是 (5S) 
ЧЕ ХУ 平面 上 的 投影 。 利 用 公式 (26) 所 建立 的 昌 面 (5S) НН ER SC 
АНЕ К НЕ Cey) ЗН, TOHEA НН У НИ 
jk СС) 的 积分 : 


_ F(N) 
(293 пан f f TEST 4, 


ЕН Е cos (6,2) ЖКА, ЗЕ НАМ Е ( N) ЕЕ (туруб; N B 
ДН ЕШШ БР СМ) ER M ПЕ, ШИМ Е М 重合 。 
H НИШ (S) 的 方程 由 公式 (22) 
Я ЖЕПП ЙЕ РОМУ 2E PB ЖЕ ЖЕ 
Е Р’(х.у.2), НИ Со) 求 积 
分 时 . RAE z= Z (х,у) 代入 到 
РУЗ Р (х.у,2) BREA, А 
Mi М у= Р [x,y (х,у) } 
(29) ЖТТ К (24) 中 
В ЯСЕ Е 

注意 ， 显 然 曲面 积分 具有 s b. 
L611 中 记述 二 重生 分 的 性 览 ， 特 缠 是 对 代 曲 面积 分 中 值 定 理 成 立 。 

现在 证 明 重 积分 理 芥 中 的 一 个 基本 公式 一 一 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 
公式 , CEY T PRA O) 的 三 重 称 分 与 溢 曲 面 (S) 的 积分 之 问 的 关 
É, ЕН CS) EA Ea (V) 的 看 面 。 像 L58] 中 一 样 ， 我 们 算 作 平 
УИ Z НИЯ CS) 的 交 里 不 多 从 两 个 。 仍 然 用 [58] Bj 44 上 的 
п. ДЕ а iya 916 |9718) a) - --(8S) НЕ, ， 我 们 算 作 (л) 的 
方 问 是 由 容积 (了) 四 外 的 方向 《外 向 法 称 )《〈 图 54)。 在 曲面 的 上 部 
CD 过 个 方向 与 Z FERRA, ЕР (С) ЖаШ ВТ cos (в, Z) 
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ERT (1) LEERME, EEEF, kos (в, Z) |= — соз (п,7). 
公式 (26) 和 给 出 : 

在 (ID 上 ds,y=cos (n, Z) dS; 
和 


(30) 


ERREEN ү o) 的 三 重 积分 ， СЕ AF2) 是 某 一 


ЕН А (1,у,2) z 的 俩 微 两 。 利 用 公式 《16)， 残 有 : 
ÒR (z, у, h 

ү) (z, у 2) do= f f do, | 8522) as. 
° (szy) 21 


ДИА АГЕ КЛ В ВИЕ Е НЕНИ ШИ Ж: 


И RERE = [1,2 — RES, z) doy 


(ху) 
5 
$} хз шшш бв |) я У, 21), 
由 公式 (30) 用 45 ЖЖ donyo йй Co) НУЛЫ (5) 的 
积分 ， 关 时 ,在 第 一 个 积分 中 含有 曲面 (5) 的 部 分 (11) F 6589888 АА 
Hz, ЯНА (30) 的 第 一 个， 就 得 到 沿 С) 的 积分 EBBA 
St, BH 2а, APAA GO ВО 18, ЖЕНЕ CI) 的 积分 : 


2 о | ® (x, У. ESRI 2\45 十 


+ 月 R (x, у, 2) соѕ (л, 2) 


е БУШ ЖИЫ ЖЕТ, РОКИ НУ В НК 


r gp 
f 
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- 1 —— — 一 一 一 


ТЕ. ЖИТ GD Bü CI ВУИ 是 沿 整 个 曲面 4S ) 的 


积分 : 


OR (x, у, 2 - 
2 во [Ге y, 2) cos (n, 2) aS, 
[J EE, KAHR Р (х,у,2) 8 Q (z z), ВУ ДЕН: 
j|. | е^ су э У, 2) wa P (x, y, z) cos (n, X) dŠ 
20 (05, 2) ау Q (х, y, z) cos (z, У) 25. 
pja 
а — B АЛИНЫ, о] ИАА: 


на) ао 


= [| [P cos (z, Х)-|- Q cos (п, Y) -+ Ñ cos (л, 2)| 4$. 
($) 


(32) 


УЕ И, за, АШП ЕНЕЙ Р, О, В НЕЕ лу, г, 
不 过 需要 记 住 运 些 国 数 稚 定 在 容积 Со) Е, "СА БОННЕ 
АНУ о 

下 一 章 中 ， 我 们 要 殉 很 多 应 用 奥 斯 尾 效 格 拉 得 斯 基 公 式 的 例 。 

推出 公式 GD 上 时. 我 们 假设 了 平行 礁 OZ НВ BL SLES Со) 的 
界面 (S) 的 交 对 不 多 获 两 个 。 不 将 推广 这 个 公式 到 较 普 通 的 区 十 。 首 
5с, 209, #71181 CS, ВЕ (LD 与 下 部 (1) 9+, 还 有 平行 其 
OZ 轴 的 柱 形 侧面 ， 则 在 过 侧面 上 соз (п, Z) =0， 过 一 部 分 添 在 公式 
(31) В Жо НЕМА ТНУ К, MARARA АНА О EEE 
的 。 在 更 普通 的 情形 中 ， 只 人 须 用 平行 艾 OZ МУН (o) 分 成 有 限 
部 分 , 使 每 一 部 分 满足 上 述 的 人 条件， 再 对 每 一 部 分 磋 用 公式 (31)。 如 
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此 得 到 的 公式 相 加 ， 友 左 洲 就 有 沿 整 个 容积 Со) ВОС ЖАДАУ, ЖЕН 
MAE Co) 所 分 成 的 各 部 分 的 曲面 的 积分 之 和 。 如 以 上 所 述 ， 沿 各 朝 
ВЛАЕ ВУКА, И, ЯАЛТ НЕ, ЛНА ИЛ ул 
ХА Со) 的 曲面 (5S) ВИНТ. ЖЕ, ЖК 36 EA BJ Л (о), AR 
(31) ЕЙ. 

ТЕ, Æ бо) ЛЕКИН АЛЕМ: 一 个 曲面 在 外 面 ， 其 饼 
的 在 盘 浪 ， 这 些 讨 论 仍 然 是 湖 的 。 图 55 上 表示 出 一 种 过 楼 的 情形 : 
(2) 是 以 两 个 曲面 骗 界 的 。 关 时， 和 在 (31) PT IE i (e) 的 所 有 的 
REREAD ‚ ВНЕ, Я С») 故 指 向 这些 曲 面 的 囊 挡 [也 
就 是 由 (9) А1. 

ба. ЙҮ ЈАЈНЕ 有 及 我 们 利用 男 一 种 定义 与 另 一 种 形式 来 规定 曲面 积分 。 
， 鞠 考 碟 如 圆 54 所 示 的 曲面 CS ) 的 情形 ， 它 满足 上 一 段 寻 始 时 所 认 的 人 条件。 在 曲面 的 每 一 点 可 
以 给 法 粮 责 个 饼 此 方 相 反 的 方向 。 一 个 熏 OZ 对 作成 全 和 角 ， 另 一 个 作成 钝 角 „ ВОЕНЕН, 
р А1 EMA, RAEE, 
2% RCs y, s) Де (S) КЕ ERRA. WI ЖА 
Ф: | 
зә ff Ros, Zas. 

($) 

ЗЕЕ РАНЕНИЕ > Ab, 
AFARA hAIRE. ЕЯ 
ЯНФ cosCmZ)>0 而 cosCns2)aS=dowy， ЖЕТЕМ ж: 


mi 


RRA cos(n,Z)<0 而 cosCnsZ) 45 二 一 doy ps Җен do, y ERT CS) 的 面积 银元 在 了 
不 面 上 的 投影 ， 也 就 是 公式 (29) 中 区 域 C0) 的 面积 单元 。 在 Cz,7) 的 坐标 中 ， 我 们 可 以 富 
R do, y = аа у ,於是 积分 (33) ЕН X Y ЖШ ЕШ Co 的 积分 : 


(м) [веера ааа g = | | Вани, и) rdy, 
Сә) Со) 
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НА НУНА НУ ИЕН НД ЖАК, НИХ 
(35) [ Р ахй ‚ 

CS) 

ПЗЕ EAT BRA БИП, AREE O 的 下 侧 作 积分 (35) 就 代表 GD 中 的 
第 二 个 积分 。 重 分 (357 ЭНЕ ИЕЫ ХАС М, Anp ПОБ, ҖЕНЕ, 
在 曲面 上 的 点 的 商 数 的 值 RCM) БЕШП (S > АННО: AS, 在 XY 平面 上 投影 的 而 
МЕ Aok 之 乘积 ; ER ERRELE W Лох SHE, HE KE 
积分 ,上 则 Aog 算 作 员 的 。 

爱 在 考虑 曲面 CS) 的 一 般 情 形 。 ЖМ, 是 拓 曲 面 的 某 一 点 。 ПАЗА ВН O 
众 定 的 方向 ， 再 由 点 ЛТ, 起 始 沿 曲面 (5) ЖИЕ, БЫДЫ Сл ВО ВИНО Ж 
п ВНА ЧЕРНОЕ На k EW, Па 
URERA MERITER М, 所 雁 定 的 “的 方向 是 另 一 个 方向 ， ДИЗ 
移动 时 在 所 有 的 业 我 们 就 妥 都 得 到 相 友 的 法 贸 方 向 。 如 此 我 们 就 有 可 能 末 著 遇 面 的 南 侧 ， 
按照 我 们 在 点 Mo MIRET HRE D TERRORE EJ. ВЕЧЕ 
而 的 那 一 侧 ， 对 於 积分 (53) 以 及 器 这 种 分 写成 (35 钠 形 状 芷 没 衣 说 曲 丰 的 那 一 便 作 积 分 
时 ， 就 有 确定 的 值 。 


烦 仆 的 方式 可 以 确定 积分 : 
j j Paydz @ | | Q ата» 
(5) (58) 


НР, у, a) В Ох, у,:) 是 CS) ИЕН аА АК 


j [ Pcos (n, X) d5 м (Г Q cos (n. Y ) dS 
s: cs) 
Elie 
党 如 此 确定 这些 积分 上 时， 公式 GV 可 以 写成 : 


oP 1 29 poa 
j | | 6 + +). Е Ц Pdydz-+Qdxdz + Rdxdy, 


ах 
(в) 


рН ВЯ с 


芷 意 ， 也 布 一 便 的 遇 面 个 企 ， 在 这 栋 的 由 面 
Eo ЖЖБИНИН ЭН R uk 人 ew 
ИН ES. : 
пиву, ESER MERE E=. 
ABCD, РН AB ЖЕН CD 对 在 一 起 ， 
使 得 АМС, BEDES с 56), 若是 
ЕО РА EAP G ПУ АВЕО) 
ЯЗА РЕ, 

65.5 ВИН REO RS EEREN. 设 洽 定 n MARIA 


ВАЗЕ: 
Му, Ма, лы И г 
ТУНА UY Me. meg, ee nei, 


ЭЖ НЕНЕН СА, ER Cd) НЕ ДОЮ) ВЕНУ ККУУ ЖЫЛААН ИНЕ 
和 |， 


T! 
> rini, 


izi 


НЕКЕ, ИЕ en RAR E 
п 
m = > Mije 
i=l 


对 闪 给 定 的 下 而 CA) HPE MANPEKR HERRIE. ERER O 
НХ 


fi п т 
> ТА Y ту 2 г 
__ i=l š __ i=l i _ iml 
(36) т’ тт’ “тт ` 


НИР АННО 
TERRE Ко ЗВАНИЕ z yz ВИКИА, Е, AEA Bo 
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一 级 年 通常 吓 做 系 转 的 峙 性 算 。 如 ， 表 如 式 


H 


п п 
xim- Ë pn... 0 
¿ E Ут, 2 т; 


ЕН ЕРИНО; ЗА, 


Yon + 2%) mi Ў“ + x°) mi; y (x; + у) т 


FT =Í 7 =>1 imi 


ВИАН OX, OY, OZ Е; НИ, KEA 


У, (<°; + y°; + 2%) т; 


i=1 
是 对 从 点 O 的 惯性 距 。 
ра ЕЕ НЕРОН РЯ. 
X угт; У Хи; > ху т, 
i=4 jef i=1 


ИНС ЧЕКЕН OX, OY , OZ ВСЯ 

如 果 我 们 考 宫 的 不 是 有 有 限 个 点 的 点 季 , ОНЧА ЕСЕ, ДТСТЕ ЛЕННЯ, 
不 而 或 是 空 则 分 佛 的 ， 要 把 .上 述 的 和 换 成 莘 日 的 ， 二 重 的 或 三 重 的 定 积分 这 时 需要 用 在 
指定 点 М 的 密度 CM RETRE, ОИ ЗЕЛЕНИ ЕВА МРТ mi, 

例如 ， 三 维 区 域 >) 对 从 OX АИ ЕВ: 


( | J (у? + 23) f (М) do. 
(т) 
ЕЕЕ f CM Ж f. HEMA ATE AR 
FEK. RETTAR C36) By f Raba Л ВУ KEAR, у 
和 与 z ， 而 在 分 丹 中 只 是 整个 区 域 尼 容 策 或 面积 ， ВЕРА fo 就 


MET. I 
EP аан ТУД ЗВЕНЕ 


ДЕН, RERE Е 57 


222 n == В #8. `4 ET. 


(v) 
ёв v 
ВЕГА: 
2к а а 
= 4 ИК 2 
v | ф [| sin 0 49 | ВЕ па? (1 — сово) = 二 па 
` 0 0 0 i 


№ 


2 а а а В 
| (| 2а0 == аф | 511040 | p cosa = 2m | ла всовв ав [| pas = 
ш (v) 0 Ü Ü Ü 


其 中 a ВАР. 
2. 藻 算 作 质量 只 是 分 售 在 锥 底 的 球面 CS F, Нуна 


其 中 5 是 曲面 ($ ) 的 面积 。 在 这 填 形 下 ,曲面 的 万 程 是 z? 十 y2 十 z2 一 a2? 世 zs 一 az 一 (z2 十 2 
АЙЕ ӨЧӨ: 


l 
9 2) TERT 
於是 {| = {| f- doy 25 EEEE СТЕ 
с ТТТ =af Í йа,  ="a sin” г, 
(5) (с ху) 2 ғу) 


Джоу) ОО a u «ДРЕН, 
meS: 


ч) 
ты 
ыы 


第 三 章 BUY ` М 参 纤 基 的 积分 “22: 


wr G usss ЛЕ y ЕД „анинин ea кишинин. ишинин „иын mamam ee "rs _ 


s= | (утрат Сора | Ja = 


(° ху) 

от asina р 

rar 
== 0 dy — = дпа? (1 — cos a), 
О 
ER: 
паз sin? a aa 
—— ——_——_ == COS T ---— š 
79 Опа? (1— cos z) а 9 


在 前 一 个 全 中 zz 和 的 大 小 是 比较 小 的 


Ж = (Z 
5 а (1-с05 а) э в соѕ? 。 
У 4 2 


SA RORA RRR G НН, Эван ЛЕН 
КУЙЕ ЖЕЕ ИЖ: 


оные 


(2) 


| | | ›/ = тур, 
| (о) | 
| |) 2740 = mz, / 


4- 求 均匀 正本 杜 体 图 55) 双 於 赔 入 的 轴 以 及 它 的 正中 断面 的 Ш 58 
МАКАН REEE ИА fo ， 我 们 就 有 : 


а 


2r h 
J] нае | = | ridr | dz = и), = то. 


0 


2" 


| в а 
J | ( j (z* + r° 51125) rdrdedz = 2f, | do f dz | (22 + г25102Ф) rdr 
(2) Т 0 0 


2r А a Эк ñ 


а 
= 2/, | do | 224: f гат + 2fo | sin? ' f dz peg rhiof, + 
О 


0 0 


224 高 等 数 学 ж Ë 


其 中 次 是 入 幅 的 高 ，4 RE RUS Pi т ЛЕНУ о 
5. 求 光 与 葡 周 笨 的 惯性 年 : 


=+, Paai: 
Б? 


ЖУ 来 记 它 的 密度 ， ЛАХТИ ХОУ Н, 就 有 " 


Jey = f | j z2dxdydz 一 л | гч [ 一 - 2) dz = 2лађу, { — -5) 2а 


(т) е! 


НИГЕ е 
о 


АЗЫ» ЖБК: 


J,, =m 5; Ягх = m 5 


J = ЕН J, = m r +e’) 


=m 509); J,=m< (+ 


Jo = Ј, + dys F J,, = m 二 (os + 2° + e). 
б. (д) НЕЕ EISE o 
ВАННЫ, ИНО ИЗ ЗН o gS ОО, БУНКЕР ВКР 
НЕ ВАЛ НИНЕ НЕ ЭЗ НЫ ЕН YSI , БОГЕ а Ел: Am» 
НА TRESE Катоо не» СН 
T'= р» AT. 
НОА Ат 的 微小 性 ， 可 以 看 成 它 的 全 部 质量 集中 和 从 它 的 任何 一 点 ME За HA 
Ату Ве АТ Я 
AT' = + V :Ap = >з f( M Ат, 


其 中 大好 ЕТЕ МЕНЕ 0 r, ДЕН М 34 (0) ИН. ВВИДЕ, 
#370: 


луне вере 
(2) 


мы 
й 
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a= | | {туора 


(1) 


ИМЗ C0) НУЛА, 

附 革 ”有 了 时 计算 物体 的 容积 或 它 的 任何 级 的 符 时 ， 全 部 计算 不 是 利用 三 重 积分 来 作 ， 
而 是 利用 二 重 酚 分 或 者 圭 至 蕉 用 单 禹 分 来 作 。 这 是 由 办 把 三 重 积分 才 示 成 日 积分 的 — Ë M 
分 或 二 竺 积 分 的 外 积 分 有 时， 有 时 内 部 积分 的 计 筑 可 以 由 简单 的 了 解 作出 来 , ПОЛО 
避 就 产生 了 着 样 的 效果 ， 使 得 在 讨 径 中 不 需要 三 笠 积 分 ， 而 只 要 二 笛 蕊 分 或 单 积分 。 

И» PASP 2—05 z=h ДНИ =f 86 OZ ЦААТАН ДШН 
(22, CHAPA 天 工 的 惯性 算 可 以 用 日 积分 来 计算 ， 只 要 把 泛 物 体 看 成 是 由 平行 其 平 面 
ХУ ЈАЧЕ НАН» ЗВЕНЕ ЛАЈЧАК ni f Cs dz REEI: 


h 
J == | zU Gaz 
0 


同 栋 的 惯性 宁可 以 由 下 面 襄 三 和 车 各 分 来 霄 于 : 


h 
Jey = f { | 22ахауйх = | 2242 | { ахау, 
@ Ф; 


其 中 《Gy EPEN XY ВОЕННАЯ 的 平面 在 Go) КЕШ ШО РӘШӘ ЖЕЛ 
ЕВ (о) ВЕРЬ MER CERS 


S2 НЯ 


БЕ.Ш y 6 Е БОВЕ GQ, НЗ 
( 59), А ЗН, BEW., аи, MEHE 
点 4 起 始 计 算 。 РЕНН БЕ СМ), ИД 
ЛЕШЕ СГУ 的 每 一 点 fCM) 有 确定 的 数值 。 由 点 М», Mi e, Mni, 
M, (0) Вт, КМ, 与 4 重合 , M, 与 妃 重 合 。 在 每 一 部 
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иа РНЕ o ЗИ Б. ЗИ Е Е 


rM IM, (К=0. 1, пе) Е, BE М, РЕЖ 


1—1 


>i СМ) 0, HP As, ЕН Q) EIE M, М... IRERE ЖОЛЛАР) 


k= 
WH x ЕЕ nm Ил М, „М, ЕЛЕ, внук 
РЫ ГСМ) 沿 (1) ВНАУ ЗЕ Е: 


п —1 
1 (М) 4$ = li 
<1) | S т2л А$,. 


Ам N 


Кү 59 
БЕ ЦН С) EEN M, ГР НЗ = АМ ЖЕ, К 
Ч ЛОМ) жп] БАУ {ЕН E s МИН, ЛЯ УСМ) = Л ($), Ш 
НА (1) ЕВ 32 ERT: 


/ 
| JOM ds = | Ааа, 
({) 0 


其 中 7 是 曲 牧 (2) Ме, ЕЕ, Щй!) nj лез, В 
可 以 与 4 重合 。 

JRE S E, KZA ЭН С^) 具有 方向 吉 件 事 。 ДАЖЕ 
REZE. БІН ПЕЧЬ И. ЖЕ M 由 坐标 (z u. ЖЕ. 
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— =m s em л. 


发 P(z.v,z) ЕШ СГ) ЕЯ, О N. WA ECER, 
„бю, ЗЕЯ Ax; ЛЕНЕ MyMk Е ОХ аң ГА, T Аль 可 以 是 
正 的 ， ДЕН, ЕАН, 不 要 Ask, 而 作 Аль Ж 
РОМ) = РСЕ, ту. Ср) 的 乘积 之 和 ， 也 就 是 和 | 


п-— 
2 Р ($, Үр, С.) Вы: 
2—0 
38 RARI EE р Н Р(х,у,2) йт СГ) ИШ М ЧЕ RP TE 
| л — 1 
| Р(х, у, г) ах=ит Ў РЕ, ть, Ca) Ах. 
(0 кш) 


АИВ) Н ЕЕ: 
J (ау, гуду #@ | R(z,v.z)dz, 
05 CD 
其 中 bz,yz) A R(T,y,2) Е C) НЕ. ЗЕЕ, 
了 就 得 到 一 般 形 状 的 曲 秀 积分 ， 它 梓 记 作 : 
(2) Г Рса.у,г)@а+0(ж. у. г)ду+ R(z аа 
(r. 
НЕ, Ea СЛЕ ГНИИ ЛНУ НАР Е 


n= | 


(3) У [P (be, ть, Ce) Ах, Qs, ль G)Ay, R (Š, ть Ce) Azal, 


k= 0 
其 中 Аз, Аг, $ ВЕ M IM: 1 ТЕ ОУ я 02 Sh Е. А 
站 起 积分 С2) ИДУ (ОН, НН G) Е М 的 坐标 可 以 算 作 
ELE s= АМ MEB RBAI 160 ] ， 过 些 画 数 的 微 击 答 出 曲 
АСНУ КН D НХ, ЛЬ 
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TT = cos, Xy; W со. н 92 =cos(t, 2), 


rh i EEM ШЖ (1) РУБИН ТАЈ, ЕА Н ЕАО ТАЈ. ЖЕЙ 
炉 是 用 记号 (a,B) 来 记 a В В ВАНН, ВЕН 
依 起 玄 芒 人 角 的 方向 ,我 们 也 没有 固定 它 。 略 去 高 稚 扰 和 句 小 ,可 以 算 作 : 

A xk =cos(tk.X)Ask Аур=соз(ФЕ,Ү ) sk; А 2 = со Z)Ask, 
Hp д ДЕЛЕ № НУЮ, 代 是 作乱 和 (3) 的 极限 的 积分 (2) 就 
化 篇 (1) 的 形状 : 

(4) [Рас-ау Rdz= | L Pcos(t X) 二 Deos(t У) + Ёсо(# 24 

С) (1) 
其 中 已 9, RITARI s AE СЇ) МИ. 

aA HAR: СЇ) ЕЖЕ: 
(5) TPT); у= (r): z= (к), 
ERSAM r ща b RF, Hi (z, у, 2) ША ВН. 
ВЕРУ ЕЕ ТЕЛЕЙТШ (а 5) ЕР (5) и Я, ЗЕН. 
ЖЕ АЕ ЖЫ ЯСНЕЕ а< 6. 

ВОН Ма НЕ pr 2238 Br PË T= Tke 考虑 (3) 中 第 一 个 和 。 设 r= 
ту ВНЕ КЕҢ (Ск, па, СА) ВОЗЕ ИА ы ЖЕО Е АУК 
11,63), АН: | 

Ат =PO ky) — PER) = P'E Gk тА), 
其 中 ту” JE r EEK Ok Tka) НЕ КИ, АНЯ Б 
成 : 


л — 1 
| ?, P (t,, тү, G) Ax, = 
(6) | k =0 
= У P[e G), + (10), ә G] Ф (к) (Ta + +). 


k= 0 
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НИ, Жл (тда 1k) И In ЖЕРДА НЫК, НИВА 
п —1 


s= УР (т), (<), об) 9 (ть) баа), 


к =0 


АБЕУ {ЕДЕ ИЖИ 7 
(7) PRO + (9, oe (ат. 


现在 证 明和 《6) H o Z 2 ИЕ НЕВЕ НИ (6) ЕЕ, 
m НЕ ЕДА (7). АЛЕНЕ: 


п — 1 


n= У {219 (44), $), e C) — 
k = Ü 


— P [g (z), (zk), о (zk)]] P (zz) Ga +1 — Ta). 


{к тк’ Е EE С, гк), ЗБ SE WS E ШК 
Р (г), (г), oe) BJ ОЕ, НАЧЕМ,/РЛЕВ e, ЖЕ 
зан 8, А Н (А: k) 0, EA 1, 32] 


Ра), и Ск), осер у Рак. шг оС] е, 
йр, w ВОЯ РВИ: 


n= I 


ре У е Ge) | (28 +1— ч. 


k= 0 


但 是 在 阴间 Со, Б) ЕН Сг) ДЕЕ БЕ B) БА ЯН, 就 
Je 5 | g'( z) | <K, 其 中 К 是 一 个 健 定 的 数 Li; 3516 RERS: 
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n—1 


|| < K Y (tk 41 — т) = eK (b — a). 


k =0 
H $: е 的 任意 性 ， 我 们 看 出 7 实际 是 趋向 雾 的 ， 余 是 和 (〈6) AE 
ВЕ (7) „ НЕ (3) 中 其 他 的 和 ,可 以 证 明 , 在 所 作 的 仆 定 之 下 ， 
种 分 42) 可 以 化 入 普 通 定 积分 的 形状 : 


(в) | Pdx+ 94у + Rdz = [| Pr OH QF ог ld 
(Ü а 


HP P, Q. КШ {КШ ЛОК (5) IA т К, 

ЖЕ Ет. 94) ФАО ЖОЕ ТААЛ НОНЕ А ЧТ БЕ НЕЛЕ КЕ BH ЕД 
分 的 情形 。 例 如 : 

|. ЖЕНИХ СГ) ERARD i), О), 6 ‚ Чт) НВС, Ri 


J рах+ Qdy + Rdz = | Рах + Qdy + Rdz + 
D Ur 


< 
-- | Pdx + Qdy + Rdz +... +- f Рах + Ойу +- Rdz. 
(Ë) (т) 


п. НВ ЮЖ НЕ АВ ERARE, “Ë 
ЗАВ ВЕНУ НН ОТ) 的 方向 也 有 关 傈 ， Нана, H 
эшпей, | 

ЖЕЕ О) 不 满足 上 壕 的 人 条件， 而 它 可 以 分 成 有 很 多 僵 部 
分 ， 其 中 每 一 部 分 具有 举 焰 方程 (5) ， 惟 是 公式 СТ) uj UE ШИЕ — 
部 分 ， 而 沿 整 个 曲 狠 的 积分 就 可 以 下 示 成 沿 各 个 部 分 的 积分 之 和 。 不 
ЕРИН, ЕАН ЗЕН И НИ (3) ВЕ. РЕ НЖ ЕЙ 
Ж ЕЕЕ ЕИ (7) 。 ЖЕН, Е s= AM, ША 
sÇ (ВА (4) 。 
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кың 


E Hir С) 是 位 蕉 下 而 ХУ РИН, АА (2) 有 如 

| рак + Qay. 
CD 
К P 94 Q Е СГ) ЖЕН) (х.у) АЈ, 

67. ЭНЕН DE) E RS РАНА Я ЗАРН АА ВЕ о 
设 和 在 力 Р ШЕНЕ M ЕН (0), ШЕЛ С) В 
Вр, в (1) 200 НОИ. ВВ М МАМЕ ло 
Шла Л. 3а -- ЕЖА РАНЕ ВИ, УЛ. 
取 它 在 点 M, ЕМ. ЗЕН ИГ А МЕМ ЖА ММ ло 如 
此 ， 在 者 一 小 部 分 上 ， 功 可 以 近似 的 由 乘积 

AEk— FE|| МАМ | соз% Е, MEM kta) 
KRE, ЖН Рь| REEN М, ИЛЫ 7 的 长 度 ， 用 MEME411 记 
PREE МАМ: 的 长 度 ， Л АЕ, EP ESE — 5 MiM ky .上 的 功 。 利用 
由 解析 到 何 学 已 知 的 关於 十 个 方向 的 来 角 的 公式 ， 可 以 寅 成 : 
АЕ | Fx || МьМь+ | LeosC Pi, X) cos(MiM, X) + 
+cos( Eg. Y) cos(M;M p41, Y) + cosC Ру, Z) cos СММ .,2)], 
sk KRAH РО. ЕЕ РЕН ЕНУ Ж: 
АЕ, ~ Р.А х.+ О, Ву, В, Аз, 
其 中 P, Q, 已 的 附 标 肯 明 要 取 过 些 夯 数 在 点 М, 的 值 。 作 出 各 部 分 上 
功 的 和 再 取 檬 限 ， 就 得 到 对 於 至 部 的 功 的 正 砍 表 过 式 : 
Е = | Pdx+Qdy+ Rdz. 
5 
@ 1. 常 重力 作用 在 质量 坑 六 的 质点 МОЕ, НИ M Ca sbi se) ЕНН С) 移 
ШУ ЛТ ат ура эсе ВФ» ТОРА) НИКА 
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f Pax + Qd y + Раг = fres- = mg (6 — Ci) 

(д) 
RERIK OZ мент, HESH ES R ЕСО ВАЛЕНКИ Е, 而 与 
ПАДЕНИИ, ЗАГНАЛ НПА» СНУ 7 
RSS Eka at Eh 2 MAREM 

3. REARS 1 的 质点 由 位 置 М, 移动 到 位 置 М. К, ARARE m HREH O 的 引 

力 所 作 的 功 。 把 不 盘 中 心 放 在 坐标 宗 野 ， 用 > 让 动 点 的 向 量 中 径 。 我 们 看 出 ， 力 下 的 方向 
与 ОМ DAW HANERE 


53 Во ИШЕ: 


г? г г? ; гг г 
а d 
E=— fm | АЕ —_ fm J = ўт f (=) 
(Г) (1) (2) 


AMM r: BB r, ЕВА М m М, | ЈЕНЕ, И] 


В), ЗЕЛИНА, ИКЕЛЕ, ПВЕК. 
УІН ЗЕ 


р, 
r 
RE 
p СЕЕ д „е. 
дж ву д2 


ЕН UTH M. БА М, ZKK Я 
== М.) - УМ). 


ELFEDI ЗБИРА ТА АВА, 
5. ERER БАК СВ ЕВЕ С, ЖИПЕК о 在 这 柑 


——— =k, 


速度 НАРА. РИ Ро 


НН ТШЕН], ВАРНА» 
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Tree 


ar 一 or 一 -一 


WESH, {ЕЕ МС, у) 的 
ИЕН о А И 


ayie ВИНО 
imta BR ЕНУ Л 入 О) 
И Са 60), Зы йй» 各 家 


| -一 、 
EREU ЛБА. MM '= 


ЕЯ МЕНЯ л; dt, ДЕ 
aomh, зай Л; ds 上 的 
MARJANE WE TAJI MEE) 
— Ве [v] dts 而 达到 位 置 NN’ o FAT МУМ М" 的 面 各 由 底 ds АНН 
38 ЗЕ ВОЛЕ a © dt FERR: (15 БУУ ЕВА Я Ст) 上 的 投影 ， 就 是 

ШЕТ МАГА АТ =] 9 | cos (U, п) 459 
其 中 jv тун о НУ. ЈН аА С) ИННА o БЁН: 
СО? (в. оС (n.Y)=(s.X)—¿t, 
ВЧ Се, 的 中 由 < 的 方 疝 转 到 如 的 方向 六- 刍 度 ， 赣 鳞 侍 方向 算 作 正 的 。 如 此 我 们 就 
13: 
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cos (п. Х)= 00$ ($,У); cos(m,Y)= —cos (5.Х). 
НЕ, CAWS ВАННУ АА, 
cosu п)у)==соз(@. X) соп. Х) + сое, У) сот. У) 
ЗЕЕ, 或 者 根据 9): 
cosl n )=cos(%@.X ) cos(s,Y )—cos(u, Y ) соз($. Ху 
代入 到 面积 的 去 过 六 中 是 注音 
vlcos Co. X)—u [v| cos(v. Y )=о, 


ds с0$($..Х)=Адл; ds с05($,У)=Ау, 


` RIN: 
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[ШШ MNNM! = =v Artu А у 
В, Ef (pm Е, Н cosce,n ERR ВЕНИТА, ЗЕ ШШЕ 
EDRR АР Н CO 坑 界 的 区 域 的 情形 。 
H dt Ру» СВОЈА СГ) 的 全 部 的 量 就 是 


dt > (VATTuUAY) = 0 f -vda +udy, 
С) 
Were iu aman ДЕЛЕ 


(10) q == f -vdz+udy, 
c) 

Жен GD RED RDNA ie TER, BERO "ДЖЕЙ! ЖИНИ 
(т) 所 指 的 一 倒 时 ， 由 公式 (10) 计算 出 的 流体 的 量 4 75 CO ХИЖИНУ], KI 
得 有 (一 ) 联 。 

FRE (DD AEA HE TASR ROER URANA RNE RRI ДЈ q 
晒 党 等 长 等 ， 因 有 需 否则 出 现在 СТ) 内 的 流体 或 者 境 多 或 者 减少 ,各 熏 不 可 压条 以 及 没有 源 和 水 
РЕНН Ро 

ЯШ, ОЈЛ ВН АЕ УР Iñi AE, 


C11) f -vdz+udy=0 
С) 

侨 遇 的 麦 示 出 来 ， 对 艾 任 何 内 部 没有 源泉 的 界 入 СГ), BEARER Io 

4. ФЕ ВАНН НЕНИИ Н ИЕ ИШЕ ВЕЕ: JED р, FH s HUREN) 
湿度 Т, ВЕНА 

f G, р. T)=0 
НЕ; 例如 ， 在 理想 气体 的 情形 下 有 克拉 起 裔 公式 : 
pu— ИГ = Ü 

ВЕНЕ ИЕН Пр Но, шеш ро» 上 的 
МОро) ЖЕ 

ее, HRE E ASTE рог KERR, BARU RN ЕАН. 
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ЗЫ» РИА КИУА, ATEGEMEA ИШЕН ШИЕ A 
С). 

БОЧАР» yqa pr УКЕ, ЕЕ ЛР ЈЕ hR Ел › ЭНЕН) ро, T 
БОВЕ ло Др, До, AT ое П, НИЕТА ЕЕ Е 
Вовна ув нал (ИЛИ; 2 ПЕН АУЛ ЖКБ, ИХ МИРЗА [1,65] › 
ВОН ЛО а РЫНОК ЕЛП» ТА, ERIA РЕНА, 

№ О= ААр +t ВАт + C AT. 
於是 最 个 得 到 : 


(12) Q= > AQ= | Adp+ Bdv+CaT. 


НЕРВ y FPE, Во Ар RET, WIJE: 
ОГ or 
T = . р): dT = й — du. 
g (v.p) е ШС, 
把 Тат АВЛАА ЛЗ Чи, ищ 


Q= | Pdp+Vdv, 
To 

Дә P Ба E o Si p ПРА 

5. ЕЕ ER АЕС ERES На RLA I ШИКЕ НЫ W 
Ho TRKA 就 与 在 压力 p 的 作用 下 气缸 中 活塞 的 位 移 成 比例 ,所 以 蒜 力 р EED 
КОНЕ, MARE р До ЕДО, ПОЕЗБЕН АА 

E = [ 7 
С) 
6З. ШЕУ 我们 计算 在 平面 XY ЕАН HB Ж O) 

的 区 域 (0) 的 面积 0. ДАЕ М, ВОРАУ ЮО ВН LAN Ba H gg. (2) 的 
ПЛ АН. Л z БЕД 47 Ж ОУ НИНЕ ЛЕ Со) МИН 
ЛЕ. уз 记 它 穿 出 区 域 Co) ЦЕ. ЧЕЛ] а БЕ b ЩИ) 
ИРЕ ТЇЙ Sh ЕЛЕН Са] 61 )， 我 们 焉 有 LT，101]: 


0 一 [винах 


ei 


8% (1) 与 (2) ЗЕНА A EH ae Н RRS Ari. 475 


b 
( ЁК» 
{4 


ЖЕЛЕ ШИМАЛ 
| [ уах, 
(3) 
沿 由 х-ЬЗ] сес ВИНЕ AH A MERAT 
b 
finaz 
SE HARET 


(мах 


(1) 
18, WH reaR] х6 的 方 应 。 
最 后 就 有 : 
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Ш. жон Нр ана 


(13) = е | y dx = -一 [Í dz + Í убх |= — | уйх 
(b 


{1)а (20 


ERR (7) ШОФЕРУ, 


同 标 方法 可 以 求 出 
(14) б {xay. 
СГ) 
相 加 再 用 二 除 ， 就 得 到 | 
¿155 g = =] хау— ydr. 
(2) 


我 们 得 出 公式 (13) 时 , 假设 了 平行 从 OY МВК (1) С 
СКН. ЖИ АШ, ЗНАВСЕ а за ЛА АА. G 
Ж ра Со) SE Je dB 2-4 Y p$: OY НИ ВАРВАРА ЩЩ ЖК (1), (2) 
ТАС 62). Hi КПШ, 49 

o = 一 [| yd x +- [ух]. 
(1) (2) 

在 CD @ ВА E, ИМ, eE dz 一 0， 所 以 沿 适 两 个 称 段 f az 
ERE, ДЕ БУХ НУК Сан КЛАСС НЕНИ, 芷 和 给 它们 吏 上 В 
Е, 谎 是 对 於 所 考虑 的 情形 得 到 公式 《13) 。 АНЯ ИЛА 
вх С) 的 区 鼎 〈 图 63)， 我 鸽 探 取 下 述 的 方法 。 引 平行 其 07 ВН 
和 级， 把 Co) 分 租 有 限 个 部 分 ， 百 对 每 一 部 分 褒 用 公式 〈13) 。 нд 
АНЯ, ЖАНА б, ШЕЯ (СЇ) 的 积 
7, ИЖ, ЕР, РТН ТЕ ВЕНУ, Ж 
HERET AA (14) в (15) 也 仍然 正确 . 


Ш 62 В 65 
ТЕЙИ И 
х= 8 056, у= б sun É (<< 2л) 
的 情形 下 ， 公 式 05) ЯН 


ОТО ал 
@ 一 zf cos teb cost tb sin t.a sin t) dt= Zob | алар. 


在 上 述 关 怜 面 积 的 公式 中 ， 当 求 沿 GD HRD. НЕ 
逆 链 人 儿 的 方向 才 对 。 或 者 ， 最 好 是 说， 界 笋 СГ) 要 取 过 样 的 方向 ， 使 
得 要 把 OX 加 在 过 方向 转 一 个 角 庶 记 时 ， 它 与 OY 轴 的 方向 重合 。 若 
ОУ 畏 的 方向 不 是 向 上 的 ， 而 是 向 下 的 ， 则 过 个 关 套 面积 的 公式 仍然 
ЗЕ, 281 СЇ) Кл А ИК У. РЕ К 
ARAFE ЕВА А0 2 kF 
Є0.2ЮЖ ЕК ВЕЧЕ НЕЖАА, ИАА 
ШЕТ ВУНЕ УЗЕЛ ШШ А) ЭТЕК IH ЖЕ ИЛ» ВЕЕ НЧ НН ЕШ ÉES hz 
ПОТА ВАЯВ, ДЕВЫ F, УЕ ЛАЗА ШИИ ЕДА. 
应 用 公式 47)L56] 计算 二 重 积 分 
[ (25 аа Y) 2; 
Со) 
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其 中 Р(х,у) 是 (x,y) ВАК 
先 对 y KHD. EREET OY МАНЕ (о) ВАНЯ СГ 
HERRLAG), REZ: 


15 = |} зу ахау = БЕ dy = 
= | [P(x э) — Р(х, yl ax. 
另 一 方面 ， 积 分 


б b 
f Рх, удах f Рх, удах 


ЖЕНЕШЕ =a 到 x=05 {Ж СГ) 的 部 分 (1) ü (2) МН 
积分 
| Plz. ar 
疏导 其 中 等 二 个 的 积分 的 方向 ， 就 得 到 : 


| 一 一 3 4х = — p(x, у) х, 
] Ре Уз) ах ү уз) ах | 


фь 
由 此 
|| 5; 4 =— f Pe »ах— Í| Р(х, ууах, 
А е) е 
(16) > е ду = f Ра, 


я (Г) Agt IJ (461). 


—— n r uI  — - r —ə] n a . ..................... ................. .. ....  . ...................... 


用 网 起 方法 计算 种 分 : 


OQ (x, у) 
ff — 1 8, 


(s) 
рожу пик, ЛЕ л, РОКИ 
Ва GQ) ВО Л А СЕИ, Е. i 


j 28 da = [ааз = фа |99 dx = 
9 а I} 


{а) 
Ё 
= | [О (ху, У) — Q (x; yj dy, 
ЕЛА Е А, ШП РЕЛЕ НЯ КАУ НКА" 
д 

(17) И 25 do == | бау. 

(а) ) 

НЕС Т ЫЛ е (16), АННА 

| "ea op _ ү 
《18) j| (22—99) 4 =] Ce 


我 们 引出 公式 (16) 上 时， 假定 了 平行 从 ОУ AHERE O 的 变 点 


不 多 基 雨 个 。 像 上 一 段 中 的 讨论 完全 一 样 ， 可 以 证 明 ， 对 蕉 普 逼 形状 

的 区 域 ， 过 个 公式 也 是 正确 的 。 过 个 y __ 

附注 同样 通用 於 公式 (17) 与 (18)。 f, „4 Z 
ан Конен (图 [ә 01) 

64) , ЕАН. зн, ДЕ 

公式 (18) 的 右 稳 ， 需 要 沿 作 篇 过 区 域 © 

的 界 贸 的 所 有 的 曲线 求 积分 ， 东 且 当 

坐标 轴 取 如 图 64 Ву 77 18КЕ, # ЗЕН ЕАО ЖАЛИ ЕЛИ ФР, 
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ПОЕ НХ ВОН ЮЛЕ Е У ГА]: ЕЛЬ, РЖ НУ ЛА 
分 上 时， 区 域 O ЖЕЛЕ. 

注意 ， 格 林 公 式 08) 可 以 高 成 男 外 的 形状 。 设 t НИ ¿ 的 切 
06, ГЕИ, MA ел l WARR ЛАШ © 向 外 的 方向 о H 
n BJ J ТА Е АЧА) t Пр АЈ, PEREA, АЕ Ып R 
坐标 轴 作 成 的 角 ， 我 们 有 : EX) =r Y) М (t. 了 ) 一 (x.X), # 
ds $ HRM ос, Д] ас = йз • cost, X),dy=ds * cos. Y), WAE» 
dz 一 一 0s cos (2, Y), dy=ds cos (п, X), КАЗИЗ (18) P, 3E 用 
(Q МКР, РӘК О, Wian: 
(18) {052 аз [роо хә +Q cos(a, Y) а 

© ; 


Ç 2 

PRAAK А ЕЛА ЛК ШЛЕМ PS F ВУ Ва ЕЙТ AAI E 
А 

7f . 司 鱼 克 斯 公式 ” 班 在 区 任何 具 НА O 的 非 封 РЕНЕ ($) 
的 情形 (2465). {58547715 z 加 
ТА (S) НД, ЧЕ 
留 [62] 中 所 有 的 记 法 。! 在 平面 
XY 上 的 投影 狂 出 堡 域 (“xy) 的 
Я О) „ М O 的 正方 问 取 
Зее я), ЧЕН. ФЕЯ 
РНЕ П. (S) 0J2E п 
的 方向 过 楼 取 ， 使 得 它 与 OZ sl 
ERRA, PE соз (в,2) >0。 
EE [62] 公式 (24) 中 需要 取 
ЕЖЕ, НОВ ЛЕДА ШШ: 
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Coo 一人 OC 人 CG 


(19) pcos(n, Z) = —с05(п,Х); q-os(m.Z)= —sos(n, Y), 
їй L63] 中 公式 (26) 可 以 高 成 : 
(20) йз», = соз(љ ZJdS 

ax Р(х,0,2) ЕЕ НИЕ НН (5) 附近 的 任何 画 数 НЕД 

ЕН —Ж pa E SE АЈ. RPA ЛНУ 
\ PG, у, zdz. 
CE) 

HARO 在 (S) E， 利 用 这 曲面 的 方程 : 27 Са, у) ,我 们 可 以 在 
ADAFASE, RAIF o BERRAR РІх,0.7 у] ЖАТ 
Жейу, (2) ЕЩЕ (т.у) 也 不 是 C) EZER PNE RHA 
E, WUE СГ) 的 积分 可 以 用 沿 (1) MESKET, 


| Ре, У, 2) ве: Р(х, у, f (x, у) ах. 
(0) ) 


ВНК (18), ШЖ, БЕН 情形 下 ， 
Р Pe g pO yk Qa GW OE 计算 二 时， FIOR РНЕ 
对 y 的 伍 商 ， 以 及 通过 第 三 狠 量 z Yy 的 微 商 ，z ИЗВ ШИН f(z,y) 
ЖЕ Г: 


ЭР _дР(х угу ‚ ОВ. 4.2) , Вт, 
ду ду 92 бу ` 


ERRER P 中 的 字母 z ОША ДЕ су. КА (18) 坎 
m: 
Р(х, у, дах= | Pix, у, f(x, yy dx = 
= УЕ р 2) |. Ри, y, d Е 2) 0/(х, у) 
=- Í | — UG] dosp 


(xy) 
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— == 


依照 (20)， 通 过 曲面 4S ) 的 单元 95 KRIE йоу, 过 个 二 重 积分 
ЧЕ У ШЫП (CS) 的 积分 [63]: 


| рх, У, 2) ах = 
(O 


а. OP (х, у, 2) OP (х, У, 2) ðf (х, y) 
|) | ду = = кш cos (л, Z) ds, 


2 


К, ЖЇН (19) PRSH, RES: 
| Сот) | Рах = | É cos (n, y)— = cos (л, 2)| 45. 


Æ Q(T,y,z) 与 R(z, у, 2) ARB yE BJ (S) МИ НУ УРЕ ЯК, 
则 按照 坐标 х,у,2 ВОЗНИ), HAARAA: 
| = || É cos (n, 2 — 2 Ì cos (z, х) |5 


(0 


j Rdz = Цц [55 соѕ (п, Х) 一 z cos (л, 7)| 45. 


ТЕ ВЛА ВО АЯН, ЖШ а А: 


(22) f Рах 十 Qdy + Raz= | | (R-S) cos (и, X) + 
(5) 
+ (55—55) cos (n, y+ (2 — T) соѕ (л, 2| dS. 

ДАЛЬ ЗА ГУНА ЯКА НЕК А ВЕЕ НН RS, 3E 
ВВВ ХАН КУЕ ЕЛҮЙ Н: НЕВЕН) ЖЕШ НЫ ДЮ ВЕЗЕ Ea. Hk 
ВАН А НР АЛЗА k. MAAA, Л (5) 是 平面 XY 
上 的 平面 Е А) ЖЕ НХ АНУ 特殊 情形 o ERF, O) 是 平面 
ХҮ kP, 42=0, ШН (п) 07 的 方向 相同 RE 


244 6 等 数 тт в 


со (а, X )=cosn, Y )=0, cos(2,Z)= I > ЖЕ ДЗ (22) rh, 
区 得 到 公式 〈18)。 

我 们 引出 公式 (21) №, {ЙЕ Т EITI OZ МНН (5) 只 交 
Уно ЕЖЕ, АЖЫЛЫ ИН SATU CS) 分 成 天 部 分 使 得 每 一 音 
分 六 是 上 述 人 条 件 ， 於 是 对 每 一 部 分 可 以 磋 用 公式 (21)。 如 此 ， 把 对 从 
所 有 各 部 分 得 到 的 公式 相 加 ， 左 超 就 有 沿 界 和 铝 (2) МА, НУ 
助 寞 和 铝 的 积分 要 在 相反 的 方向 各 取 一 次 ， 伶 是 相 浓 。 在 布下 我 们 得 到 
沿 整 个 曲面 (5) 的 二 重 积分 ， 就 是 询 公 式 21) 在 普通 的 情形 下 是 正 
ЕН FERM ИГЕЗ ВАЗЕ, ар, иш СГ) ВЕ 
БА Ст) 的 方 和 网 保持 有 下 还 的 条件: 沿 (1) НИЎ (%) БЫ 
R. AACS) ЖЕ, ЗН 65 上 所 标明 BERAE 
RAER. Жа жн, № OZ ЕВ УЖ, НИЕ OX ИЕН 


ARESE HA ОЎ, RARR ОЛАИ НТА, RU ЫШ 


ВУЗА, “Ул”, оне ШТАН НР”, 
若 探 用 人 64 了 中 所 瀑 的 临 面积 分 的 记 法 ， 划 公式 〈 23 ) 可 以 寅 成 下 面 的 形状 ; 


(23) [| Рах + Ойу + Rdz = 
(2 
кл (> 5 2] dydz 十 (5:25) dzdx 十 (2-55) ахду 


НУНАТ CS) 98—01 А їл) 的 方向 都 依照 上 述 的 法 则 来 取 。 

Ті. ЕВА P: ES S 83 ВАЕ [67] 中 所 讨 的 БЕЙИШТИ 
АУН Г, АЗЕРИ F, НН КЛЕЯ, 
НОКИН АВ nh, ЛЕНИ F, ЖЕНИЯ 
FTA APPA PBU Kh, АЛЕ, ВЯЗАНИЕ НИЛА, ЖЖ 
ТЕЙТ Ж {ЖЕ КИ ККТ ЖИ ТИМ. РНР ВА 
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ыза ышы 


ш, ERRES Р 


СВ) | 
у Biz Оду 一 à 
ña yk t НЕЕ ‚ ВИС) я (2) Š т 
р (4) m СВ) (E66), RRE © 
ЖН: Ш 65 
| (В} (В) 
(24) (1) | Pdx -}- Qdy = (9) | Pax + Qdy, 
(А) 
或 志和 用 性 质 11 C66]: 
СВ) | 
ар È Pdz+ Ойу (2) (ы +94 =0. 
(м) СА? 


(А) 


(25) | Рах + qay +) | pdx 4- Qdy = f Pax + Оду =0, 


(d) 


ЕН C) h AR (1) S (2) #lK PJ FII SR, 在 (1) НН СА) 38] 
(ВУ 的 方向 ， 在 (2) ЕЖЕН СВ) 到 (4) 的 方向 ШЖ, НМ CA) 
NL (В) 的 任意 性 ， 我 们 看 出 МЕГА ОП) HEDE EA 
=. KZ, НЕНИЯ ek (Г) ПЛАЗМЕ, ЦИ (1) 的 积分 等 长 沿 
(2) 的 积分 МЛН, (25) 反 回来 可 以 推出 等 式 (24). ii 
A pü B AR С1) 与 (2) 相交 ， 则 用 一 休 不 Ч) Ж (2) 相交 
的 曲 各 (3) ЖЕ AN B， 由 等 式 
(В) 


оаа Сау = (3) | рах + Qdy 


(4) (4) 
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=== т 


(В) (B) 


(2) [| Рах 4- Ойу = (3) j Рах 十 Qay 
(4} (4) 
ЖН: (В) 
(1) j Рах-- Ойу = of Pdx -- Оду. 
ГА) ГА) 


ВР, ИЕН, ЕР 5 О) 的 身分 等 
ЕН. = 
在 痛 足 后 面 过 休 件 ， 则 由 公式 〈15) 我 个 得 到 : 


《20) | Jj G (2—9) йс = 0, 


зё ж, oek (о) РЕЖ, 
以 下 我 们 区 明 ， 由 此 推出 
(27) 20920 


ох CY 
EESK, HER НИМИ x 与 y ИА, BERRE. 
AIE, 9: — 0 О(а b) ЖЖ 


вю ӘР 
р -BAT ,y) 


FERF, Иш ЖА. PRENE 我 们 可 以 候 
BERAREN C ЫЫ ЛЫШ Соо) 上 是 正 的 。 作 出 积分 


(fre »в=[[(#-®)= 


(ол) 


THERA pE ELG ]: 


|| (5;- 5) y) d = у (Е, 1) 9, 


г еар 里 积 分 ， ` Ей БАН? JU PAY К Важ а: BI 积分 247 


pee aa ЕВЕ, — ss panak: ¿imaia 


Җир (у 35 Ga) Е, ЛИЙ AEDO НЕЕ, 
Q _ oP 
Ш(@-$) => 
Па ЗАЗ ЕК Со) 积分 (26) ЗЕ ЕАН „ 。 所 以 休 件 《27) 
是 积分 与 路 径 扰 天 的 必 要 人 条件 。 不 焰 看 出 ， 它 也 是 充分 休 件 ， 因 篇 根 


j (18), НЕ (27) ЕН, НЕНИЯ, 0 j Paz + Qdy 等 
СЇ) 


Ка, ЗВЕНА ВАН, 
所 以 ， 休 件 (27) 是 一 个 必要 且 充 分 条件， 使 得 黎 分 
СВ) 
(28) \ Plx + Ойу 
(АА) 
RA KERN. MRED AA ВН. 
дт ЕНЕ, EEEN АС, у), ШЕЯ ER Blr, y) 
ДЕ, HRA (28) 是 (z у) НА, KARER В ШП): 
(w. y) 


(29) Рах + Оду = U (x, y). 
(xo, Уо) 


("ЖЕШ пида Е ВРЕ о У Л, НА z ВОВЕ 
Ат. 得 到 : 
: (х + Ах. y) “x, у) 
(х4 Ах, y) — U (x, у) = | рах -- Ойу -- | рах 4- Оду 
(Хо, yo) (ха, yo) 
HK 2 БЕЛДЕ (g БУ ЕВРЕ, k juj Р ТЕ, 第 一 个 积分 的 路 径 
НАХ ВИЙ АВ WERE? ВВ 组 成 《图 67)， 而 第 二 个 积分 
НС ВЕРА КАО (rh АВ, НЕ АВИА Г: 


z 
59 
р. 
и: 


i Ea A r: 
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(x + Ах, у) r+ АХ 
ис y) — U (x, У) = j Pdx + Qdy= j Р(х, у) 
© у) . 


БИЛЕГИ: BB Ey д. Кое dy=0. ЖЕН ЖЖ HL. 95], 
我 们 求 出 : 
U (х-Ах 0) Ur, у) = orXP с+ ir, у) (0<_0< 1), 
用 Az ЗЕЕ Ах НО. 得 到 : 


U 


(30) дл 
同样 方 潜 可 以 求 出 : 


= lim Р\ж--бАд,уу—= Р(х у). 
04 "0 
| 


= 于 ү" 


U 
(31) y = Qa, у) 


PATRIN СЗО) 8 (31) era ki 11,68]: 


oU ‚в 


а“ Че’ даре. 
EX бу 


СЛУ, ВЕЕР: 27) КЕ, ЖЕ 
(32) Рах-+ Фау 
址 由 公式 《29) ПРЕЖНИЕ UEA. АЯ 
"3 UG, y)= UE, y) tC. У 
ҮШ 至 微分 SEIS (32) ПН 
Ui ТЕ ‚ Ж (т, у) 有 AR 区 人 
С МЕ ЗЕ, Zf 
dU = Faz + Ойу 
dU = Рів + 04у 
由 此 


А, -7)=0. 
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НЕ ЕЕ, ИЗО Н ШИ 
ARERR, ИЗЕП, Ил ас, ЖАШ 


U,;,—U =C, 
JT JE ae 元 。 
注意 ， 沉 保 央 有 休 件 (27) 上 时， 下面 过 等 式 显然 成 立 : 
«Ву (Лү 
(34) (рах + Фау = | dU, = 0 (8) — D, (A). 
(А (A) 


Z, BIERA С, BE 


BARA, fF 


EX É 


КЕЛЛИ, ЧЕН РЕ Т, НАЗ 


(х, у) 
О, (x, y) = f Pdx + Qdy + С. 


(хо, уо) 
ЖЕ ЕДЕ o 
篇 此 ， 可 以 冯 关 公式 GD EW 


Ніх+ оду dx + т dy, 


НН НИИ 分 的 ах М dy 是 任意 的 [I,68] ， 则 着 等 式 
只 有 G] dx 88 dy ЕАН ВОН, FREER ME; 


Ox ` бу?” 

H JEE ДЛ H 
ôP _ OU _ OU _ 60 
oy дхду GYAL Gx 
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PHY1, ВЕНЕ (27), WERRIET ， 积 分 
Сау) 
U(r. y)= ( Рах+ Ойу, 
| Cro yo) 
REREH (ху), B.R# F Blas ik Ef: 
dU = Fax- Фау = dU, 
由 此 推出 
U= О, 
RERS „ RA, EREK Rix + dy 是 某 一 个 画 数 辟 , Вр 122 
的 必要 且 充 分 人 条件 就 是 使 得 恒等式 


ЖЕНЕ, ЕВЕ О, 由 公式 


(x, y) 
(36) U, (x, y) = í Рах J- Оду +C. 
(Хо уо) 
ЖЕ. | 
72 . 复 通 区 域 的 和 情形” 休 件 〈《27) ZE EAS НКАУ 
| CB) 
{ Bic+ Qdy 
CA) 


仁 路 径 托 关 的 必要 旦 充分 条件， 过 个 苯 明 主要 基 贡 下 列 两 个 情况 : 
1) РО ДВ ТАЕ ЭБЕ ВО Сас, у) 的 区 域 
ЕН о 
2) ЖЛЕ ЕНЕ НЕА С), ПЕЛЕ (7) 
>й ЕГИ ИЕ НЕМ, ЕВЕ LEE 
FARE (27) 成 立 。 
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ТИ. о — r 


А Л ФЕЗЕ ла р ВНЕ ROARED Е Ж 
二 个 条件 是 ВТЕ Н 格林 公式 ， 就 是 要 用 二 重 积分 KER HRA 
Д ТЕЗЕ Е Е ННН АТ А Е, АГ ИС 
е — BSI RHOPSETBEEUR, SEDAR нЕ 
RAH 

现在 设 在 某 一 个 有 两 
个 洞 的 区 域 (0) 上 (图 
68), EB PR 以 及 所 
at G ЕВА N m dk 
ОТ), HEER MER 
EJ АЗА 8 o), 
ЕР, MNE 
БЕН е p S LD) 
区 域 ， 格 林 公 式 (18) 是 通用 的 ， 於 是 根据 休 件 27) 138 ЖЕНЕ] #- 
纱 (1o) ВАЛИ, HEB SIB (0), ДЕННИ (1)。 
过 时 公式 〈18) ЖШ, А-В U) 的 积分 (28) ИКИ 
雾 。 我 个 来 证 明 ， 过 个 毯 分 的 大 小 不 依 顿 其 界 乏 (їз) 的 形状 ， 而 重要 
的 只 是 着 个 界 入 环北 着 一 个 润 (1) WHEREAS (1) 的 两 个 界 稼 (1) 
与 (12)。 ЖЕЗ ОШЕН G) RU) 的 积分 (28) 的 大 小 相同 。 引 用 建 
接 (11) Ж G, ЁШ БЕ ЕЙ Сар). НН G), GL) РА (ab) 连 合 起 来 是 
Е, ОВОИ, 3 HSA Н ЗНАВ АУУ 
Но REHA, ЗЕНА (18) WM, НОТ, ЕЛЯ 
的 积分 等 於 零 : 


63 


十 | — “k= = (0. 
Оч) ( Об iad 
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а Cab) W (ba) 的 积分 取 相 反 的 方向 ， 所 以 相 消 ， 沼 <.) 的 
积分 需要 取 ЛЕЕ ЕРЫ], W С) HAAD DONE šE ТАЈ о ОИ da) 
ВАТ B] ЗЕ СВЕ Е, Sa ЛӘ, ЗН. 

== | P. 
ОЧ) суд) 
或 ， 最 后 得 到 


| Рах 十 Оду = j Pdx + Qdy, 
ое) | O (2) 
Леля, RRE, BINED NR W oO В Со) 的 发 分 的 天 小 
相同 。 如 此 ， 洞 《1) Ж 
ВЖЕ 
о, "Би ЕШ 
НН] (1) НЕЕ Я 
积分 (28) 的 大 小 ， 同 理 
СУ — 18 
Оз 
HERR (D) 上 由 я 
HASRA] ARS (ab) 与 (са) С8169) 。 划 得 到 一 个 新 的 区 
ЖК ЖЕЛЕ, АЛЛА (27) ЖА ААК ЕЛЕНА 
(х, у) 


U(x, у) = Рах + Qdy , 


(zo Уо) 
PA, ЖИД) ЕДЙ, ЖЕ) Cab) 上 的 相对 两 侧 ЗЕ РАНЕЕ 
IN Ж ду, ПОЛЕ (cd) ЕАН 73 о Ж ЖАСЫ БИ Ж] Жу) fr ša, 
kk (D), ее ЕР UG, уу САИ, ЖЕЛЕП а РЕПО, 
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加 一 项 oa 或 os ЖД, М U(x,y) G ЖА пло, + та, 
其 中 ры 与 ms 是 任何 整数 。 所 有 我 们 的 讨论 适用 蕉 你 域 上 有 任何 多 个 
МВ, ЗК ААА РА, ЕА л ИРЕ АИ, 
hE, АН За ШАА ЫСО) ВК Л, НАЈ ЩИ 
ВЕ, ©, 与 ws а ШН K Рах + Фау HERK XAR 
Ост, у) ВЗ. 

Я ЕЕ 


y 
g = arcçto—, 
. ез T. 


CREAREA СО) F> BA CD 是 界 於 用 个 以 坐标 原点 需 革 心 的 同心 图 局 之 三 的 区 域 。 
由 公式 


„ы s 

(37) О л 
à j О= 9#— x 

ду му? 


ЖЕЕ. P R Q. 
а ТЕЧ Бе ЯТТАН С) БАЧ, ЖНА АЕО ЕП ИЛЕН SN Сз» Жүй 
曲线 积分 ， 


[тоо | заво 


БРАНЕ НЕЛЕ РЕА а ВЛАС, № 代入 4 二 a созуу ула sinp, 4833 


— у4х -L хау 
— Ty -| dy = 2к, 


dal 
ТЕРТ НЛ › k СОН > ПЕН o 一 2r 。 
U, (<, у}= | Рах + Оду = {зе ix + б ду =s 


КЕЧЕЕ 洞 一 图 时 次 得 一 项 32r ЖЖ, ВИННИ, ӨП) Ж ЕН ЛДЕЙ 


-rea 


294 p т и м a Ë 
Fio ЧЕЙПЕШЧЕГТЕЙТЕЛА C0,0) 。 ERREPA OGN 取 林 定式 全 

732 .空间 曲 综 往 分 与 路 径 的 无 天性 KEF 面 上 一 柑 , 21 
Fay Sa KUNKA, ЖЖ ИЕ ВИН АК) Pay 3 ЗЕ 
Во ЛАТ 
(38) | Faz + Оду- Rdz, 

CD | 

ЖЇНЇ А АУК, (22), KMETA, ЗАУР $38) РШЩ 
ТЕЕ ЕЗ Ж 3: B 752 ЕЕН = ESA 
Е 29  2Р HR 00 ёр _ 


(39) By ёг р ÖT 0 ər Zy Б 
о 
НЕЕ зи РЕН, НИ в ЕВЕ ИИ ОС, у z) 
(x, У, 2) 
(40) U (x, y, 2) = | pax -+ Qdy -+ Rdz, 
| (Хе Уо» .20) 


WE АЕ —k, ГРАН: 


ди oU oU 
(42) Pdx + Q :у + Rdz = dU 
(В) 
(43) { Рах 4- Qdy + Rdz = U (B) — U (А). 
(А) 


SEJF, ЖЕ: Со Е Гал + Фау т Rdz ИК 
U, ПИРИ НОМ, ЕН, ЖЕ, ШО, 由 
公式 
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б. у, 2) 
0, == Рах 4- Qdy + Каг + С, 
(хо, Уо, 20) 
KEE, Ж С 是 任意 常数 。 

空间 窗 通 区 域 的 概念 具有 某 些 特点 。 作 篇 一 个 特例 ， 我 们 圭 肛 一 
НЕХ (D)， 由 一 个 球 的 内 部 租 成 ， 其 中 抄 去 南 个 管 (1) ВЕ (11), xë 
ЗВ, ЖИМ 70 所 示 。 若 取出 一 个 更 米 着 管 (D ARAR 
М (1)， 则 不 可 能 在 其 上 幢 册 一 个 完 至 包含 於 (D) 的 曲面 =} 
Ай, НЕЕ (D) .上 满足 条件 (39), НА С) ВВЕЛ 
ВАЗА, ЖЖ, WY (А) ВААУ КЛУЖА о НЕЕ 
ХОРА О) 的 形状 。 重 要 的 只 是 《0 是 一 个 在 (D) EARE 
着 一 个 管 (TU 的 封闭 曲线 。 如 此 得 到 一 个 天 共管 《D ЕН К o 同 
J, ЗНАЛ СП) 我 们 有 第 二 个 循 丑 常数 о: 。 在 着 情形 下 ， 由 
公式 (40) ПЕЖО (zy, z) 是 多 
HAR, SAA EH na 十 таз, Ж 
中 тд SU ma 是 任何 的 整数 。 

EE, FERO) НИЕ 
КЛЕТ НО ОЛЕШ, ПОЛЕЗЕН 
满足 人 条件 《39) ， MEAE ПНВ 
№, mAg (40) EREN. ВАЗЕ, 
НАМЕНА, А5838 F, EEN BE 
(D) ЕН яя F uj pa 188506 (р) 的 曲面 ЛАД SRE D) 
БЕН {ЕЗЙ ЕКЕ а РЕ Е ЯНА HEHk (39) Е 
E EE BJ URA BPA ZY SE PS apo 

9 “考虑 在 柱 面 坐 妖 系 以 及 球面 坐标 系 中 出 驶 的 角度 y 


pe 


我 站 由 公式 (57) KEE P RO 沿 整个 OZ 灿 ， 道 些 到 巡 式 取 未 定式 -人 的 形状 。 考 谋 守 间 
的 曲 粮 积分 


í paz+ Qa — (Ча 
Ри. 
| (D © 
时 ， 要 除去 一 个 包含 有 OZ HS WI BENS SEDE ОНА R ЕШ 
的 积分 的 天 小 里 ， 和 给 出 任 刺 常数 37。 
74. 沪 苯 的 稳定 流动 BUERT ЖЕШИНЕ 的 幸而 稳定 流动 中 оба, у 是 速度 向 最 ， 

изу) ив, у) 各 需 它 在 两 坐 模 灿 上 的 投影 。 在 [67 ] 例 5 中 我 们 看 由， 没有 源泉 出现 
的 人 条件 使 得 积分 


(44) (- vdz+uđy 
а 


ҮТЕ БЕЛ Я, ВА АТИК АН. RiR (27), EUA НАЯ, 


(45) а 或 -2 + Z 0, 
BLETE ERICE. WINEN C45) i AE 
| — dz: + иду 
НЕМ ФСО, ПШ НЕШЕ КИНЕ 
(В) 
(46) СВ) (4) = | -vda иду, 
CA) | 


图 数 PCM) 叫做 流 贺 数 ， 它 有 简 军 的 物理 意 闵 : ЖФ CB) — СА НІ, TERE 
р), ZAAD IY A R B нау ЗОО, ЖЫШ Н ИНВ 
的 量 的 公式 C10) 67 了 直接 推出 。 

车 在 原 域 中 各 别 的 占有 源泉 出 现 ， 则 去 掉 遂 些 目 ， 就 得 到 一 个 具有 洞 的 区 域 ， 在 其 上 
条件 (45) 成 立 。 对 於 某 一 个 洞 的 循环 常数 等 闪 积 分 (44) PRERANA — MAR 
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RE — S s 


а» SRR ОИТ СО Н.Ж ШЕЛЛИ А, ТЕТ ЕКЕ] 内 上 放 此 的 液体 及 是 go Akf ， МИ 
Ф (MESEN. 2 9<0, ИШЕ 34 Se 40 СЕ, 

ИАЛ C442 7, ГМ 

(47) |， rT vdy, 
2) 

Wa au y АА OORE R. ТАЕ РРА А y ТОТУ, АЛЬ 
В CATO Ван Ву. КаК НАОКО ШЕЕ НУН Ло ЛЕНД АТНА ТЕЛА 
$ p (М): 

(z, у) 
(48) gi = | ийх + ау, 
Я ж Ya) 


(ESERE ТА © 的 投影 u PL о АНЗ 


-ôe „_ дф 
чэ) к Өх | ү ey 


R 2 UHER. FTE AE AEO К C43) SUIE ERN Н 
RI URI BEREAN. MI 43 ВАЛОА А ЖЫШ УА 
RNASE. 

由 等 式 (46) HEH [71] 


比较 !49) 庄 道 些 等 式 ， 得 到 回 葡 着 速度 势 " 生 访 男 数 y 的 两 个 方程 : 


7А 0: g?" д дн! 
(50) 一 一 Е а Е соз 
сх CY EY д2 


ИИА 一 一 Жара, CMAR EETRI, © 
СРИИ НА УТТЕ ОАО ИЕ, РОВНО Не 
30. 

ТЕЛЕ ЛУНЕ, FEWR оС, yD 有 三 个 分 量 : из ууу в, lsr) 
w Cs, у, 1), 而 且 普 代称 分 4432 需要 老总 种 分 
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[аах vay + иг, 
CD 
REEN ERRAL ERRI EF 
ЕБ eg I Он ПШ. ы. би SSE ы 
ду 02 22 OX ər ду `° 
ДИЕТЕ 33 
(x, y, 2) 
ç = ціх + ойу + шаг, 
(х0, yo, 20) 
w H 
pae 0—09 о P Š 
дх' У’ 02 


TE F— ЖЭБИ ЕТ ААА 45) ПЕНИЕ о 
75 .种 分 因子 ERER 
(51) Рах + Фау 
ЖААТ. ЖЕ 
则 我 们 可 以 发 明 ， 炉 可 以 求 出 这样 一 个 画 数 4, ВАЗЕ (51) ЮЗ 
积 是 一 个 全 微分 。 
(52) и (Pazr+Q3y) =аб. 
ВЕ ЛЕ НОЩ Е (51) ВН F, 
К is e 是 下 过 式 (51) НАНТ, № (71), ЖАН. 
{ЧН ETA 


D, 


(53) ACP) DUQ) _ 0 

CY ох 
ERSAK DEN 
(> дк. ди ӨР Q = 
(54) й ду е 8 (5 ах 0, 
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е п] АЖ ТЕШ МР и БЕ. RRR, АНА, 
КЕ АЫЛ Же, MMADENA BAE BATH ЖЕНУ Ж 
ВАС E o 
EREA GD ЖЯ, ҢИЛ ӘЛЕ 
(55) P dx + Qd = Ü 
于 做 全 微分 方程 。 
H DARBE, RE, i U 是 一 个 男 数 ， 使 得 
dU = Рах+ Qdy. 
Ж“ {ЕЁ Y JI ИМЕ (27) JIR Ep, за HER Eka uj ААА, (29) 
ЖШ Ж ИЕ 5-е ФУ =0 ,不是 说 
155) С =Ç 
эв НУ) SE Аа H Bir ša BJ402 ЯН: (S5) 的 一 般 积分 。 
HERKEN (51) 不 是 爹 微分。 根据 存在 定理 L351] ， 微 分 方程 
(55) HARAS, KIE RK 
Р(х, y)=C, 
ВНК (<, у) И ён ВИХ 


ах. у) Ех. у) dy_ 
о. — b 
Er 01 ах 


其 中 ， 根 据 (55), KADO DORER, RER РИМ 
AR L7]: 


МИ НЕ 
Р Q 
用 4 来 记 中 两 个 相等 的 比 的 共同 的 量 ， 我 们 就 有 
oF _ дЕ 


Ро — = ; 
гра А A uQ. 
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HER, ú EREA (51) 的 积分 因子 。 
ЕЛЕЕ ЕН Г, ЕЕ: Рах + Оду 有 积分 因子 ， 
ЖА, (51) НИИ, НЕКЕ Р, 就 可 以 立 弄 
寅 出 微分 方程 455) 的 一 般 积分 : 
Keg 
ВТ: Т.Л ВОН EE [521 


dr _ dy вх -- vdr + шу = 0. 
u 2) 


(57) 


其 中 zx 5% ь ДОН о ERRA Е, ЖИП ЕДИН, НЕЕ: 
ди ү бо _ 
дх бу 
а, 
(58) — ріх + чу 
是 某 一 个 图 数 的 公 微 分 ; EBE, ТЕ [74] 中 我 们 看 到 ， 
— vdr + uda = du 
其 中 Ф АВ, КИАНУ ЕЛЕ 
== (7, 
TERJE 
— зал + ud = () 
的 一 般 积 分 
3. 在 [673 例 4 中 我 们 蛮 进 表 从 简单 的 热 晕 程 ， 赣 且 纶 了 在 着 深 程 中 得 到 的 微小 的 热 蜂 
HISE ERRED р › FM о 以 及 温度 ТОРА. 
我 们 写 出 ， 党 这 三 个 量 中 任何 十 个 算 作 自 炙 量 时 ，、dQ ВЕНА: 
c, dT 4- суо (T v Ев) 
(59) dQ— cpd ср (T p EBSA) 
Pdp+Vdv (р,® EHHE) 


Co E Cp АЙНЕК, Http ЕЗЕШ EREA, 
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车 我 们 在 (59) {ИЖА E ПАА, ШШ ЕЕ ТАНУ Ао 


HFA 


(60) 
НЕ T ВА ь с Но пх: 


сраТ + e dp == e ,dT' + e do 


把 这 个 ар ЗЕНА ЛЗ (60) rh, Е df BB qo ПЕН, ЗЕРРЕ): 
(61) 
(62) 


CAT eydu = Fdp+- V duo 


RHEE: 


(63) б СЕ 
bT 
с. =У+Р.Р. 


(64) а = = 
在 理想 用 体 的 情形 下 ， 我 们 有 物 患 万 程 : 


p v= E14, 
ИШЕТЕП 
ov R. до о. То. ӘТ р 
К ov K` 


ор k, cP р. —— 5 — j} 
Т р pU ОРГ ә ор р р 


ВРЕ X 61) 64) 给 出 : 


(65) Сот Ср = Сч С + = й 
O 4) 


зө ЖЕ ЗА, P RADER] Co БЕ Ср RIGE Ст Сз, Р, Ра, 


" В s y р. ЖЧ уул. 0 
(66) cy= (Ср : с) Ca (ср со) 25 Р СТ е. F р. 
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-RER a9 ВЛА ТАИ НЕНАЛЕЖНЕ, ЗАВ: 
I, ЗО ВДЕ JJ р 作 的 功 pdv 之 差 是 个 全 微分 : 
dQ — раз == П , 
天台 函数 区 叫做 内 能 。 


1. aQ ЗН ТГ 除 得 的 商 是 侦 全 微分 ,或 者 换 句 活 说， 击 ВЕНЕ aQ 的 积分 内 
F3 


де С S ШЕЯ. 
ВА .59) Pa MA БАРА 1 ИТЕРШ: 
dU =dQ - pdv =c dT + (с! — р\ао, 


由 比 
Oc, ee ofe — р) | 
(67) ov | — — ла š 
РОЗА ТЕН v ИЕ JF CB phi sat, 
МЕ, HEO 给 出 : 
由 此 _ aQ Я 
= чи ат 十 > do, 
| i де» д Ci і ge 
|| = 1 c 
п T g (1 тя |- м. 
Qc, . де, 
(68) = [= 01-5 
v 
比较 方程 C67) 81 (68) ， 求 得 : 
| On 16 
(69) дра. 
КЕНЕ УЕА ВИТ оа: 
(70) dp_ t с, узы m 


ог v T' 9) 
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эЛ l HA (66) #9 
(71) = p= (ср со) з MEC- =R 
ARMIR ИГЕ: 
ПЕ. ARRIERE с, ERR, MA c =, — R 也 是 常量 。 
ҤЧ (71) ЕЯ» c < ШАЯН, RIE : 


Ві р. 
Cy 


Hp > 1, BRAA (66) 5 (71), ХЕ: 
2 k 

; р 
=l те | 
В» АХ, (59) GB РЕД dQ, dU, р 45 AREA: 


Сі = р; Са 0; P= 


c di + ра 

т e dI — зар 

(12) 19 = \ vdp-+kpdv 
k—l 


(73) qi =m e di 


аг р атг du 
(74) У ЗЕ e St утту 


ru 
在 等 温 纲 程 中 ， 温 度 保 插 常 是 ， 是 足 褒 ”eaT 一 0, RE 
ДО) = pdv . 
Е, TRKE D MEND. AARM e 转换 到 容积 v2 By, MARRE 
BURANE 
Wwe? 
J pdv, 
(ә) 
A ЛЕНИНА ЦИИ А, "СЕНЕ 
20) =) з аб =0; S = 8, 
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HERE. ОЈ А; 740ЖИЙФЕ: 
бе Г + Я зо +C, 
ВТР ЖЕЕБЕЙТ КЕНДЕ 
соТ + Воо = В, 
Eo НС: 


Тос) E = Тур, 
或 者 ， 取 Е: 
To 一 常量 ， 
RERE Т ==, ДИ ЕДЫ ЕКИ. 


< 75) ро’ 一 常量 。 

Ro BEREBER RA ao 一 0 , RE 
(76) dQ =с,ат; 
ЗЕНОНА Е Т, НАЗИАТ. КУ, 
C76) dQ =c, (T3 Т1) 

1 .三 个 变量 的 全 微分 方程 ”由 方程 (55 ) 推广 = 4 TB ht 

№, 4938: 
( 77) Рах-- Qdy+ az 一 0， 
Же Р, ойл АИ. ЖН РЕ (39) ， 则 方程 《77) 的 左 
Фе: НЫ (лу. г) 的 至 微分 , 於是 方程 (77) 的 一 般 积分 就 是 
(78) Uly, z, z)=C, 
其 中 C 是 任意 常数 。 方程 (78) HEERA ШЖ НЕ, 
E (77) 的 左 小 不 是 至 微分 ， 则 要 求 积分 因子 ， АКИ 
(т. у. 2)， 使 得 方程 
(79) ис Рах-- Фау-+ Rdz)= 0. 
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HERES. ЗЕ, НЕ (39) 给 出 : 


д (ит) AUR) gP UP) IWR) g 2U IUP) у 


oy 92 д2 дл дж oy 
它们 可 以 写成 : 
R _ 20 дь р (ӘР. 08) „дь рдн 
(= = )== о ду? в (9 ах == д2 
(80) (2 — -*) р 
дх ду ду Ox 


EREATARA Р. Q. R, НЕВЕ u, ЖШ РО ARZ 
[АЈ ВА TRA: 


(81) P(e = ) ее = y + RS 26 „О уш], 
oy с2 су 


如 此 ， 假 定 积分 因子 4 存在 ， 我 们 推出 保 数 了, О, ВЕНЕ 
— BP ЗЕЕ, Н] ЕАН СВР ЗЕЕ ЕЕ НА, ЖЛЕ. 
方程 (77) 不 强 有 积分 因子 ， 等 式 (81) КНЯЗЕ B $= 
ЗЕЕ, E u 在 在 , 则 方程 《79) ев: Анк 的 全 微分 ,而 
日 等 式 《78) Я tH Jy ЖЕ (79) 与 (77) 的 一 般 积分 。 车 不 满足 人 条件 (81》， 
期 方程 《77) 号 没有 (78) 形 固 的 一 般 积分 。 休 件 (81) 有 了 时 是 做 方程 
《77) 的 全 可 积 人 条 件 。 
如 未 一 般 积分 存在 ， 我 们 来 看 方程 (77) 及 其 一 般 积 分 的 悉 何 意 
Р(т,у,2), 9(т.р,2), В(х,0,2) 
ТЕ Е ГЕ ох, у, 2), CPIE A E. 在 三 个 坐 
标 轴 上 的 投影 。 微 分 方程 粗 
ах _ dy _ dz 
Кы Q R 
ЕЕ 5 НА RE (7), EEA, SE о e R 
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Ti aa 


的 方向 。 与 在 [52] 中 生 定 流体 的 芒 猴 有 完 人 至 类 似 的 作用 ， 方 程 (77) 相 
ВАННЫ, ах, ау, dz НУ AF429118 о EADE, SE 
Я, ЖЕ СТТ) ЛЕНЕ Ж АНИ o НО ДЕЛЕТ 8 2С, RER, 
jE ТЕЦ 9 2с ТЕЗЕ ЗВ УТ ЙА УК Н НН ЖЕСТЬ) 的 一 条 田 稼 的 法 面 上 。 一 般 
积分 (78) 给 出 一 个 曲面 族 ， 它 们 在 每 一 个 点 的 切面 满足 年 下 於 v 省 
ИЕН. АННЕ, ШП (78) TEZI CL) BJ, ОЭС Ж 
六 的 一 个 曲 乏 族 ( 工 )， 则 在 每 一 个 点 由 它们 的 切 缚 礁 定 一 个 向 量 w， 
取 它 的 长 度 等 於 一 ， 由 它 的 支 量 P，Q@，B 作出 方程 (77)。 等 式 (815 
答 出 ， 使 得 所 答 的 曲 禄 族 与 某 一 曲面 族 正 交 的 人 条件 。 

77 .二 重 积分 的 独 元 法 则 ”在 过 一 凶 的 末尾， 我 们 区 在 [57] 由 所 
А CEMI ATARE RKE. BRA 
(82) х—$(и,5); y=Ņ(u,v), 
Ја (Е (x,y) 与 (u,v) 是 平面 上 点 的 直角 坐标 。 公式 (82) 
给 出 平面 上 点 的 寿 换 ， 这 时 点 (и.о) RE y 发 在 平面 上 有 
ER Соз) 具有 界 舟 (0) ， 以 及 区 域 (m ) НН GQ). BR: 1) 
Ж (82) ARCH RAER (бо) LEE, 2) 公式 (82) Ш 
具有 界 入 G) 的 区 域 (01) ДВ СП) HER Со) 之 加 的 一 一 对 
К, ЖЕШ. (т) 中 任何 一 点 (ш) БЕТ Co) 中 一 个 碎 定 的 点 
(х,у), ИЯ, ЗЕН. (б) ЕЮ ЕЦ GQ) 上 的 点 ，3) 图 数 (82) 
ЕЕ Cu o) 的 函数 行列 式 : 


(83) D ($, $) == 9% (u, vy Ow (4, о) __ дұ (и, O) д (u, т) 
О (и, 5) ди до до а" 


在 区 域 (9) 上 保持 有 确定 的 符号 。 
НУ С) 取道 镍 全 方向 转 时 ， 对 应 的 点 (x,y) T СГ) ВО 
HERR, wie OR Co) СПИНЕ, НАУ, АШ 
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CD RIER O 的 相反 的 方向 转 时 ， WUR E., РЕЖ (0) 的 
面积 由 积分 L68] 
° = | хау, 
j 
KRE, ПОНИ ЖЫ» 
依照 公式 (82) 引用 新 的 多 有 量 ， 就 得 到 : 
GN == feu Wo o= + 9 u % дь, 


(#1) (о 
RPR Ci) 的 种 分 取 北 铬 针 方 向 。 帮 是 下 核对 淋 ， 划 灿 换 的 
Вне С) 是 取 适 钢 方 向 ， 所 以 在 公式 〈84) 中 需要 取 《 十 ) 号 。 若 是 
MAE, UHARKA У ОЛ) 取 相 反 的 方向 ， 不 过 我 们 寅 上 (一 098, 
[ЖД БАЛЕ ЕР Ул [п] sk EU o 


ИЕ ПИЖАМА (84), Ж а-ну, Рер E, Фер 25 
过时 得 到 : 
“SAY д0 5 _ ЭФ, 4) 
е ди — д0 = Оби е)’ 
КЕМ 


滥用 中 值 定理 161] ЗЕ И, 448: 


р , 
(86) o= + 9, [р по. 9)’ 


ЖИТА (83) ВЕЕ: — 1А Д1 (01) 的 可 的 值 。 根 机 o ва 
ЛЕНУ, НЕЛЕЕ АЕН, ФАНЕ, ДИТИ < (83) 有 
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(+), ше ВНЕ С—) Ж. 

现在 来 推 求 换 元 公式 。 襄 700,0) ЕАН, Е (0) Еж 
mo. J Сл) 篇 2 部 分 ，m rr +, т. ЖЗ (82)， 送 些 部 分 将 对 次 
B Со) 分 成 的 各 部 分 та, rs,…，zmoe 这 些 部 分 的 面 ВА, НА) P 的 字 
Ek ть 98 т; ЖЕН» BAA (86), ЖОН: 


D (op, W) 
T = T! * 
‚а. | D (u, v) | (uk, Vk), 


Ep (ор, о) т ВАН, НЕЕ с, — p Cur, uz), 
y= (в, 0), ДЕН: 


у J (хә, Уһ) Th == > А [Ф (нь, Va) $ (g,, Val | т 2 
k =1 


В == 1 МИ Ы 
MER ВВА А: 
вт) fre акау = | [еб о), ка о |200 | ша, 
(o) (с) ° 


它 与 157] 中 公式 (13) 相同 。 

我 们 提出 公式 86) 的 一 个 推理 。 ПХ (01) ЖБК — m 
(u,v) ЗЕЕ Со) 将 乱 限 糖 小 於 一 个 对 应 的 占 x,y)， 而 且 属 於 Co,) 
的 是 (мо, уо) 将 趋向 (4w,2)。 取 极限 ， 由 (86) 得 到 : 


Dlo, w) . 0 
i | 
Ри, 0) Oy ' 


RER, ИБН РА ВЕТ БЕЗНЕ mansa ЕНЕ £ BE EL, ДЕ [57] 
中 我 们 已 经 坟 过 过 个 。 同 样 ， 洲 把 一 元 面 数 z Си) ARFER 
WAR, CELSE u 的 点 寿 换 到 具有 坐标 x НОЕ, ДН 
Зн | (u) | ЗЕЯ РНЕ 长 度 比 的 极限 ， 换 句 话 说 就 是 ， 

РА, ЖЕНА, AARE u 的 指定 的 点 的 生性 形 秋 
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BJ Т EK 

注意 ， 沼 推出 公式 GSI ЖИП ВОН T ВЯ = PURER 
RRUFE E. ДИ, MERR, TEE EBAN ERBE 
p, BIRAJ E ЖЕДЕП E ВИРУ n [1,1551, hi 


n РАДЕ НИЕ SB ЖАКЕ ВЈЛА ГЕ 8. 

E Соу в АННЕ, РАН Со) 69, MERRE ЛАМ. 
НЕА, S P=Q=0, R=z, ШН ЕЕЕ 
PE з Ta Шә. ДЕП) SAR: 

v= | (zoos gds. 


(5) 
利用 这 个 容 策 的 表 过 式 ， 像 以 上 我 们 对 其 二 重 积分 所 作 的 方法 着 
不 多 ， 可 以 苯 明 三 重 积分 的 换 元 公式 [60]。 


53 БАЧКА АУДИ 


З.Ж ЕЖЕ ЛЖ ЗЕЯ НИТЬ, ЭБЕ ЕТА7, 
РУАН Е АСЕ ВСА НЕЕ ЕЕ ВСУ ЕВРА 
Я ааа ВА 

REE ER 


(у) = p (х, у) dx, 


А ЕВЕ х АРНО КК z, W H AB КОВ Еу, 
积分 限 9 х, КАК у. НИЕ, А, ЛАСТАУ Fa 果 ， 一 般 
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—r s 


ЖЖ, Бун, h [56] PAR (7); 


48 
e 
= 
好 
Pe 


д Tn b ys 

(1) (rway= ov È 7 (х,у) da= a | Лох, y)dy 
a а 出 1 d Y: 

EUA KERS А В РЕНИ. AR а, 与 


25 ЖИКА y 而 起 常数 a,5 B£, CAR yia EJER [56]。 
В b b B 
Q2) f Ку) ду = fof (х,у) dx 一 | х j Р(х, у) dy. 


ФЕРЕ Ар, Е ТЕШЕДЕН S y) ERDER L, 
AA PA Е RER 0 Bo MDEA ERARA. EHR MEE 
F, З ЫЛЕ AES. AFRIMA RERS o 

例 ”上述 方法 有 时 用 来 计算 一 个 图 数 的 定 积分 ， ПЕН у 
数 的 不 定 积分 不 知道 。 我 们 应 用 它 来 计算 积分 


1 фе” ах. 
о 
RODO ВЕН: > BERRE -Rea Q P £ 
之 一 (Гу МН > 一 oj =гу усшо; y=r 的 方块 ， | 71 


ВА D'O НИШ БЫН ну 2 РАЕН — 17173, ВМА, ров Ср 
Ну, (D O ов ИТ ИЗВНЕ 72 -7 ”的 一 重 微分 。 是 有 
ВАХА: 


{| -DP ах ду < | fe — y dx dy < | ах а. 
(D) 0") м 


ОНЕ 5: z 二 6 cosy; у=озшу, ВЫВ [56]: 


— y? у? fe e p° УЕ ~p 
|. dx dy š rfe к= 2 КИ 0-60) 
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一 一 amaari =н ШР sr 


EFR СО’ 57, ЕҢ: 


г # Р 
|| ты [ e7 ах j e=! dy = (f ен ах | 
(Dn ó Š . | 


RELE НААЛЫШ ЛА: 


严 


10—02" а) < = ü —- зү 


党 + ЕКЕН, AK EARR RRR T 於是 鹤 知 ， АУН МЇ 
着 个 相同 极 限 ， 向 此 推出 积分 (5) 的 值 : 


сю 


(4) { = ах У i 
Q 
А, 11,96], 
+ со со 
(5) | e dx= ?| e Fi. dx = У. 


ИЯ — RRRA ОЕ Ж, ЯУ jm ЯЗ — 96 15 ай fE 
(Р), НИЕ: 


| [еи ах йу = fe- dx feray = [°, 
(Р) 6 ò 


НОВЕ: 


“у р ар dip ею fo [= А dp = 5[—% = й: 
(Р) 0 


Р == 0) 


о РА 


me 
а 


由 此 1 = УР, В EIER R- E 
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79 Katakan s EESAC И: у ЈЕ (т, Ж 
22:31 5 у НА] Са,6), 在 平面 ХУ КЕЕ 
某 一 个 了 区域 Co)] TERREA AAE WK RU IS 
Шш: 由 三 休 直 粮 

у=х; y=b Ta 
ЧЕХ = SH IB] 79). 

把 沼 计 三 角形 面值 的 二 二 种 分 化 规 挟 次 积分 时 有 两 种 
WE. НЕЕ < КБ, 再 对 y 求 ， 另 -种 情 Ш 72 
ЖЖ! у ВТ, BNr R, ВЕНА: 


b 


b y b 
(6) | ау | f (z, у)йх = | f(x, у)ау. 


а ү] ^* 


ИНКАР TIAA 
例 ERRARE ЖеЕ-—{Ж7ЖҮЕЙПИЛМШ КОШИ, ОЖ TEA BAER 


Ву ПА Sh Hillia ЕЕ a НУ МЕНЯ, F ERRE ЖЕШ O Ey. Г)» АП 
ERAPR, CHR 0 所 用 的 上 时间 T ERE A 的 一 个 已 知 商 数 : 


y Т=фр(%). 
№ м WER EARE ОУ 轴 的 方向 , 水 平方 向 作 ОХ šh 
у Jy ЖА kan ЖЕҢЕТ, Ek ШЕП 
д\ Y ИЕ 
Е 73 х= f бу), 
№: 
(7) з= аум I+[F' 0] = (уу 


uy = 1HE OY? 
ОЕ, 常 道 点 由 起 始 位 置 М 移动 到 N аи ТЕМЕ), 
因 需 此 线 的 反作用 重 直 页 点 的 移动 方向 ,所 以 不 作 功 ,就 是 
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1 ds 
— my? — ! КЕ 
° mp = mg (R — y); ‘=, 


(ш) =gh) 


= — ds — u ( y) ау 
y gh — у). = рр 
ЗР С 一 УВЕ г ПЗЕ Е: А Weho 
HHR M FERFI О ЛЕНОНА y Ш h в O, ЛТД 


Rn 
(8) | 


如 此 ， 我 们 就 要 由 方程 (3 ) 来 确定 未 知 谓 数 y， 它 叫做 税 分 方程 , 因 需 未 知 夯 数 uyr) 
ШЭ 
HFE C8) ЖД), == ‚ РО #1 z А ООЛ: 


2 
Гут = у! Е. 


右 混 的 两 次 积分 可 以 依照 钛 义 赫 利 公交 化 场 下 面 的 形式 ; 


(72 ү, J == = 


һ 


=f оо Гуру: 


0 
ЗЕЯ ШЖ ДЕШ, Ажа: 
h=y +t (2-9) 
ВИНЕ t 
E h H У z К, ME r 由 0 811, ЖЕ НИГИН: 


274 高 等 ха 


zh=(2—y) (l-t); hy=(2— Yt; dh=(z—#)dat, 
ө 


- | 

аге dt _ __ 4 _ 
[ren [ym | І пу 
кре 


4 


== аге sn(21—1) 


1—1 | А Л: 
= атс sin ] — аге sin (— 1) == — -(- >) t, 
f=üÜ 


2 2 
於是 最 后 得 到: 
V28 J үг—һ 
或 
\10) 人 (y) dy = F (z), 
О 


ЗЕ Cs) Ж z ПС НВА, HAN 


Е(гу= y a fana Idh 


Vi 
来 确定 。 
НИКА CGO 对 z 求 微 商 ， 得 到 : 
— Е (2) 2g d (h) аһ 
(11) a (2) = —— = $ 
dz L |z Иг—һ 


Ей ШАША» БАБА У ВАЗ ису) ， 就 不 内 由 公式 (77 КИ == f (С 


RERA ПЕРЕ —— ЗЕТЕ НН, NOE, ERER Т Н НО А 


fe h, Е 
ФВ) = =c. 
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ВЕРИТ: 
z 
2g cdh 
r= Е f = = yz 
0 
а (2) И 
тү: 
®Л r= fib 根据 <7)， 现 在 有 : 
Е 29° (dy) _ А ( 9 
9 3? 407 Кау) 8, уз = “g 
(dz)? -+ (du) т? у т (dy) A 22} 
ВХ: 
y=a(] tiot; dy=-— asn tdt; А=2а 
我 们 就 求 出 : 


= ву ГЕ Сов; | asint) dt = — 2а5112 + dt; 


i 009 2), 


其 中 zx ВО, MEARE ЗЕРНО, РЕЗА ЛОВА (T, 79) 
中 所 放 的 一 楼 。 

РЕЛЕ, Ж—Ж ЛЛК OD 中 怎样 对 с 求 微 商 。 

对 从 求 得 这个 解 的 理由 我 们 提出 下 面 拓 点。 主意 ， 我 们 求 得 积分 方程 (8) 的 和 解 COR, 
假设 了 冯 样 的 解 大 在 。 殿 格 说 来 ， 我 们 过 应 党 慨 区 这 个 解 (11)， 就 是 谣 ，、 汉 uCz) 的 表达 式 
(1 人 代入 到 方程 C9)， 再 淤 明 左右 两 进 一 致 。 还 要 提出 ， 二 重 积 分 C9) 是 着 种 意义 的 反常 积 
分 ， 它 的 被 积 丙 数 成 雪 揪 宽大 。 以 化 我 们 脸 看 到 ， 它 存在 ， 部 日 不 网 灌 明 , 在 所 给 的 情形 
下 ， 把 它 化 需 二 区 积分 的 公式 CA НИП 

СО. ТАЕ AEEA E y 的 积分 : 


b 
(12) (»= | f (x, y) dx. 


更 在 我 们 算 作 种 分 限 4 和 与 5 不 依赖 伶 y, КЛЕЯ E atd: 
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a<u<8 上 f (z, у) РЕ gi H a 27 а) RAREN EE 
BEET, M- ДЕ, КН ГАИ AR 下 对 y 求 微 商 得 
ж, WE 
d 4 ду I 
(13) dy Jre У) өы 0-0 dx, 
БОТ Су) HURE A Г G) 由 公式 


aÐ АЦу)=Цу- АУ) — 10) = | UG, у--&у)—/(х, Уд ax 


PEJE o 
EHHA RUER AA, 4934]. 


《15) Иж y+ Ay) — fix, y) == ду (0<9< 1). 


жаш? 0 ERRE ЕЙ ВОБЩЕ, ПУР 


(16) of (х.у+0Ау) _ 27 203, ny) 


= — +T (х,у, Ау) 
ду 


3EB 2020189, Жау Ж, пл, Au) НХ, ， 就 是 
ВЕ, РУНЫ АЕ, FEER 一 个 ， 使 得 RE Ау; д, 
则 17 (жу, ду) Се ВЕН 
р b 
|| n sy а) | << | сасе а), (14| < 8, 


8215 * 的 任意 小 性 ， 我 们 有 : 
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17) Ж Ау>0 时 ， j п (Zz,y, Ау) ах-э0 


回 到 公式 (14), ЖШ С15) 94 (16), EE Ау ЛИ z, 


ф b 
AI (y) 一 ay | 0 ах Ay {че y, Ву) ах. 


用 Зуев, RROD, REHA: 


AT (у) _ — y) 
Е Ау = f > “v 
於是 证 明了 公式 (人 13)。 注 意 ， 考 只 是 假设 进 个 函数 /zxz,y) Ж}. Hi 
НДА (14), Æ Ау>0 ВЕЕРА z Ж у ЖЕ, 2= [C y+ Ag) 
—/ (<.9у)] —Ва 2, Sk uj РЕН T Су) 25 у PER A B. 
MERMERE E Г ЖЕН У (ху) 的 积分 


(18) һ(»== | fæ а», 


其 中 积分 限 х, Ran 60 (0,0), ШЖ У, ERR PREGE RIS 
函数 有 对 y HR, HEEE 
уч Rr Ау Бр, 2: М ж» 得 到 的 改 帮 有 量 各 到 作 эх, 88 Ат. 
RBE: 
(19) АА (у) = 1, (у + Ау) — 1, (у) = 


Хз + Аха 


= j /(х, y+ 5y)dx— fe, y) dx. 
21 + Š) РИ 


| 注意 [1,941: 


278 高 等 数 学 数 B 


ху + Ах í р" “р,” 
х = х\ | Í 
我 们 可 以 把 等 式 (19) 50: 
(20) А, (у) = Vy+ 6 —f (WJdxn 
zs 十 Ах» £; - Ал, 
T [7 Их, у-- Ay) ах — j Í (x, y + Ау) сх. 


+a 


各 些 计算 中 ， 我 们 假设 ， 当 асус 而 工 取 属 其 所 高 的 积分 的 
ТИЛГЕ. УЛ ШИ RF, АЛ Стоуна ЕВЕ. 
依照 中 值 定理 LI,93] АЕ: 
я Аг! 
Í Да,у+Ашд®- Az оа thia yt ду) = Az [/Gn u) m] 
= РД го 
) f(z y+ Ву)ах = Ах, f tat Ах.,у+ Ву) Az, fxs.) +0151] 


(06.94 1) 
+ Ay->0， 则 Ал, BQ Az. D —0, ДЖИ ЕЛ (ху) ШЙ. ША 
HE, ат: ВВ т,->0. 
把 过 两 个 表达 式 代入 到 公式 (20) 中 ， 利 用 公式 《15) Ж (16), 35 
АР Ay， 得 到 : 


~ Za 


A7, Аит аЛа, У) get (д. та] т 


Та 


ш TI) 了) + Ja s. 
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To 
+ [ n (х,у, Ау) ах. 


Ti 


PER, READ, ЖАШ) TFE REDUDA pag BJ Zt oK: 
(21) 高 | f (<, у) ах = | ВД ay + F (Xo nEeD) у Ду” 


32.0 z; ЖЖК у, ДАНИЛ) ЗЕНА, ИЖ 
RADARA RAR PTE pa СВ) Ламы, 
BEE, 例如 若 沿 了 区域 (B НА f CM t, Ж 
HERRES М, ПНЕ г, ДЦ 


(22у # | АМ, а= |{ ZG 9 da. 
(B) (В) 


ERRAN, KUAH IRAR СВ) 上 改 狠 而 上 在 其 一 
Їй асе, ом, D 4-20) ован. 


EE, НАНЕС АЗК (13) 88 (12) kuii, BS ys Н) Е RA, 
在 下 面 的 例 中 , ЖЛЕ ШЕ ТА] СРЕЗЕ Н 5 93). AE Bi uj El 
ЕЛЕ Ро 
由 上 面 的 公式 也 可 以 推出 ， 者 /zy) Ta бу) 与 (у) ЖЖ 
ра 00, HES (18) 也 是 y ЈЕ Н, 
81.9] 1. 在 [28] PRIREJE 


0 ку 700), 


280 高 等 шинни 


它 具 有 下 面 的 形状 : 


y=} {few) sink (и) du. 


0 


KEER (21) ERRA ал. ВР: 


t 
dy . 
Л и )созА( фм QU 十 = Пи 3sink(t—) Г == {л (t усов (м jdu 


С 


d? 


HER, ЖЕР, 
у А 
+ y= f (t), 


Жү :一 0， 由 上 面 的 公式 直接 得 到 等 式 (93)。 
ЗЕНИТ [1,110] 


= [чаза 
Tx 


ВИЗЫ а, #8: 
eas a an 


ими, 


IO =0; ID =T,,: 


HKEBE «施用 公式 (210), ЮВ: 


се) 一 E Т ин 


жыш В 7) 


0 


1+0 


t 
=k f га) sin k(t — u) du 十 7(ajcoshtt 一 要 | _ =— у +70), 
) се: | | 
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分 解 和 有理 分 式 需 部 分 分 式 ， 得 到 : 


£ е 1 |- a + = Е @ | 
(1+ 0х) (+2) |+ ках J E 142 


В x 求 积分 : 


le(1+ 2)  Garctg © 


шымы К = dr 一 一 一 > 
(1+ ах)(1 +r?) 201 +a?) 1 + с? 
0 


А Ж: 
аа) _ _ ва), Garctg & + BU te) lQ +02) CaTrctgG 
Ча 201-027 1 + о? 1 + <? 2?(1 +02) 1 + о? 
-1 аана) T 
(24) Ka)=- j: да + (SEET аш, 


0 


НЕНЕН, РА 1(0)=0. 对 办 第 二 项 应 用 分 部 积分 法 则 : 


а arctg а ыс" А 
р Tr - da y (атс te а dell +e?) 
0 0 
Q 
= 2 Yr G tg с Ig +a) | D і +a? d 3 
«==0 0 
於是 根据 (242 推 知 : 


I Ca) = узт tg œ • 16 (1 + e°), 
Җ «=1®› ШШ: 


= (! + х) 
= (00а 可 ig 2. 
$ 


9% 
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5. 计 算 积分 
sin Вх 
j t dx, 
0 


PEME” ЗИРК CERERI 


y 
( ife, 8) = | e —a<Sin Bx 
25) (a, В) Ы dz 
对 6 求 微 商 : 


OLEN 


е 
(rw = dx = ass вхах. 
0 


A 


RHD Ears 11,201]: 


кл к аы dece кылыы аш ый DEF FP" 


08 ш a? -- В? х = 0 
由 此 
(26) [ (z, = | „крг + С= ага + С 


АРЕНОЙ C, ЕТИ 6. ВИ; ТЕЗ (05) ва (26) rh, БГ 4 
5 0: 


limI Ca, B= ICa,0)=0; I (a 0)=arctg 0 +C =0, 
e>) 


ШЕЙЛЕ, С=0. 所 以 我 们 有 : 


I (a«a, В) = arctg кв 


党 a=0 EE, Р 1(«,А) 得 到 所 给 的 ДЯ › = DEE ЕШ — Е, Ча 
«->--0. HE НЕА Ж он, HERAS, LE L> ШЕ 8<0; 
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= Ë 8>0 时 
Hm arct 
a->+0 Ба ф 6<0 时 
0 É 2=0 时 
МАЖЕ 7: 
m” u 2 М 8>0 时 
a a -2 党 p<0 时 
О Ё 8—0 时 
注意 ， 套 焉 的 积分 给 出 一 个 24 的 不 连续 西数 T С, 74 ЕНА ТУА 
№, СКН 8 Mie 
4- 由 明显 的 等 式 
[ e dz = 2. (e >0) 
0 
对 «ЗЫ Е, РЕР; 


с 


一 Cr | 
р хах = ЕЕ", 


现在 考虑 积分 


c 


тах (a> 0). 
g | 


И БАЗЕНЕ ЕНН, ВЕНЕ ВТ EA lim ICa, 8) = 1(а,0); limI Caf) 
4—0 a-> +0 
二 1C0,8)， 若 是 知道 1Ca,8) 是 4 以 及 а MERNO EPIFT URBAR Hhh 
膛 要 注意 ， 若 在 积分 驶 下 没有 引进 因子 сог, Шз В ВИННОЙ f сов в аг Шш 
| 0 


НЗ. Æ [85] ив: (а, В) ЖОЖ КЕПЕНИ Q 


“54 и 等 ж 学 н я 
Fin 是 奇数 : n= 号 十 1， 则 用 蔡 换 r =t 来 计算 In: 


kì 


— 


—ах 1 —а ] 
а= fe йө аг = ц ° 
Q 


需要 考虑 ”是 偶数 的 情形 ， 在 公式 САО ВВВ ВЕ а r. TENNI KR 
HEN ER г, WAAR: 


1 


со 
Г, = с" ах = ° 


Г а CIR А ЭК» RFF: 


= CD рны 
由 此 __ _ 
1 т т Эра 
„И = 
+ 
ОЕ 
5.47 
г< 8) i е —ar? созі, (0) 
оо 
so je e sinBx xdx= za {іа 8xde 822 
КЕРРИ НІ: 
4! (8) _ 1 г КЕ 
d z Ji харх | ^^ — $: | 2792 cos Bx dk 一 一 -£ e~m Cos Вх ах, 
0 0 
= 3 3 
dB Pe (В. 
ВИ ПРЕ ЛЕ: 
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HERR AA 


| 8? 
Д7) Қ Ву Се ®’ 


ВЗК ССАН В. Е 6=0， 就 有 : 


со | т 
1 (0) =| ea dx = 5 ү 
Ü 


Йу. ZJ m 根深 (27): 
T =C., 


joe 


HEJER, C= о Е НОЕ С ПЖ ЕЛАК АЗ то, НИНЕ: 


аал? х – Ё 
j: cospxdx= И Z e` ва 
0 2 q | 


ТЕЙТ НЫН, Я а? РН а, HEN 
femea cos Hr az 一 С е k 
0 
以 和合 我 们 讨论 热 的 分 人 的 方程 时 权利 用 它 。 

82 .反常 积分 我 们 已 轻 不 只 一 次 过 到 1ДЕ ЖИВИ 是 积分 限 成 角 
ЕАН. Æ [1,97,98] р, Эа ТЛЕ w EKRE БЕН) 
АЛГИ ЕН ЫЯ, ЕЙ MAT o 

ЖАНАБЕК) REEN 

b 
| Ca) dz 


|, ИВС) 当 a<x 5 REE П ср HEBER. 或 者 ， 
ВЕНА В, BR < НИМИ b 的 值 趋向 b 时 ， 灵 xz) 不 是 有 界 的 。 那 时 依 
НЕЕ [1,97]， 我 们 写成 : 


286 = и 学 н 程 


b b — e 
j f@) dx= dim, j f(x) ах, 


Ң ЖО МЕ Е ХАЧ BJ НЕМ ЫНДЕ ЖЕ ЮЛЕ. Ж 
RAJEE [1,31], SEERA Л Н. ЖЛ. АЙ 
HAEA ERE, зан E Ta R ЛА E АО ЖЕМИ Ж DESE 
的 良 先 粉 定 的 一 个 正 数 。 在 所 车 麻 的 情形 下 ， 过 个 盖 是 : 


0-е" b— = 


j f (x) dx 一 J f (x) dx = Тө dx, ("< е7) 
РИО НЕВЕ, SEREAS 
FE СВО), ния Л 党 工 一 0 一 0 ВЕЕ RERBA, 必须 
ВЯ, Sake- MER o 时 ， 有 运 柑 一 个 ?7 存在， 使 得 : 


b— e" 


TAE < H£, | | їо) 4х | < 
b— а’ 
注意 已 知 的 不 等 式 [1,951 


|T ax] < Í IOl as, 
b— ы 


ERSE, MES | 
(28) x < [дах 
的 疏 做 可 以 推出 各 分 
29) f Хаах 


АКК. 
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Беа КГА, Айал. НУВ (29) КАЗНЕ НЕ (28) К 
ЭХ. GAT (28) ИС, АШТА (29) Во. [+ 1,124]. 

H ЖЕНУ ЖУП ИЕ НН ШЕШ ЕЕ ЕНОТ. PRAA 
т), Ва .z— b RER, ЕВЕ 


(30) ВЕР 

Hp АЮ р ЕВ), ЗЕН 2 一 1， 则 反常 种 分 (29) ж, ПН 
ETILO о 

= 

(31) МОРА № ns 

WES (29) 不 存在 。 


EEE, # (30) 的 情形 ， 我 们 有 : 


е! 1 — p ç" 1p 


b—e" рє" ан 
f ло а |= | fide <А | ===. = 


Б, ме. Pü =” ЛВ, НН ple s= J. HA -p 是 
EH Ср< 1; 
E (31) 18, НЯ ARE, ЛЕ =b Ир, ЖД 
Ж /(z) КЕ, ARRE (31), Ол) 的 绝对 值 保 持 大 大 一 个 正 数 ， 
REHA, Са) ЕЗЕК, АЖ УМ. 我 们 限制 考虑 了 (z) 
是 正 的 的 情形 ， 就 有 : | 
me БР ie Alg 5 3 p= 1 8 


fGx)ax > А = 
и и» л 
` — 2 ; 


288 名 等 щш 学 ж B 


НИ 1—р<0, Вим” ш y 


Л, заела овак, Й 
У I e= ү | 

I YY 

% — 

ОТ YF 2 | О | 
y ~ 76-97 Z. Z 

k Jš 

Ш 75 l 75 


БЕН apa TIE, PS 在 (30) 65 №, ШЖ 
u= Са) Ж z Жї} b 时 整个 出 现在 一 个 区 域内 部 ， ВАН ВХ РАР 
3⁄1 85 B) HH SER 


A 
(32) Vt ФР. 


SR СВ 75), рі 时 ， 它 们 有 有 限 面 积 ， 所 以 六 x) 也 有 有 限 面 
积 。 在 (31) НИНЕ, Hgy- Сас) E сБ 的 近 傍 超出 E 65 W 
Ek, Н.Я (32) Ж p >1 时 没有 有 限 面积 ， 於 是 曲 粮 y 一 六 x) 
ВЕСЕ 76 )。 

ZDE, TUZE, EFE x 一 a 或 在 积分 区 间 的 某 一 个 中 
0 z=c ，f(z) ХАЗАР [1,97j。 | 

2 .无 罕 稿 分 限 “现在 我 们 郑 虑 0= 十 ce 的 情形 ， 就 是 反常 积分 
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=> со b 

j f x) ах = lm [годах 

P Doe 
假设 当 та 时 (а) 违 乱 。 像 上 面 的 情形 一 样 ， 赚 用 色 蛙 判别 法 ， 得 
到 : ВБ 


+ > 
(33) | f(x dx 


FERO, НН, SAARE- EIER /时 ， 存 芷 有 过 
Е: — 18ДЕ М, 使 每 


b"! 
b g bN Е, | f Карат ЕС 
b” | 


МЕГЕ, RRE 1 5—4, Ш ДНА КЕ. 车 被 积 图 数 
Л) жга ж, ЕН 


(34) |/Ga)y|< Ш pol, 
MERAS (33》 ВВ. 

# 
(35) > № РЗ, 
则 积分 (33) 不 存在 。 


He 238418 p Eur РЕ СВТ [1,98j: 


Ё + 
И. ах Ж J f(x) ак. 


НЕВЕ ЕБ ЕЕ Л ЕН Е о АЛЛА C33) НУВ То Е ИИС 
КУА, ЕН р>1› НЫ z— + со Bp ЗЕ Сх): ЕН Ж 


290 高 等 B 学 ж ве 


lim (ауар 
有 有 限 的 极限 存在 ， 草 这 人 条件 自然 满足 。 
B FRR 
lim J/(z)z2P (p <!) 
т оо 


TE. ПОВ, HAKR (55) 成立。 例 知 ，[81] В 5 ВОВ 
КУ, БЕЗ МУИ ЕЙ р, rt oof, ДЕВА 22 ` cos pre WOR, AE E, р 


F cos pz [К #НАЖЕБД—› MRR с “2” ор ОЗНА ИВА 
ERY р==9 [1,65] 


积分 
ох? +I 
1704 ах 
ERRE PIP 
; ох? 4. I 
ы, x` + 4 х= 5 (p=1) 


-ERK А ЕА ARRANA RERI IRBIT < 
ЗЕ ESPI2KRy SK. Iet ЗВОНА aAA e ОЕ 在 积分 
Кај ЕИ АЕ (— ес, оо); ДИНИНЕН, 

TERRI Бау ЕРОН БО SS ЖИЛИК ӨК ЕРКЕН 件 。 例如 ， 
积分 


(36) | | А 


т< О, БЕ z—--0 Е, T отат зе О уйрен –1<1 
反之 ， т> › ГЕО 
83. 非 稳 对 收 售 积分 色 星 刊 别 法 只 给 出 反常 积分 疏 伍 的 充分 休 
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PF C30) 或 (34) 。 例 如 ， 它 不 能 巍 用 蕉 非 稻 多 收 伍 积 分 ， 葡 是 过 标的 
积分 

Ü + о 
J аах 或 Ке 


{2 


Вох, mi 


ф со 
SID ас 或 [аду [аа 


а 


ЖИК. ПУЕ — А ЗЕНИК АИ ТЕ: Ж 
Е (х) = Г flt)dt («>0) 
当 工 无 限 给 加 时 保持 有 界 ， кунн 的 p> 0,882 
í z dx 


ЖЖ. RRE ШЛА, 4933]: 


ин» F (x) 4х 


108 ич TE хрЁ 4х) = = xa Ate 


0, Е Р(а)=0: 


м Е, ЖАН, АЖ РС) 保持 
НА 270. ЖЕНЕ, 由 积分 表示 的 第 二 项 收 合 ， КН 


оцу 高 等 шан я 


条件 被 积 画 数 的 分 子 党 тә +o 时 保持 有 界 ， 而 在 分 母 中 工 的 次 数 高 
КЛ. ШИ, ЗЕЕ 
N 


С ғо) —p (EG 
(22 J (x) ie = = е -y ур dx. 


22 


例 1. 取 在 [81] 例 5 中 我 们 考虑 肖 的 积分 
(36у 1 [EEn 
0 


注意 ,党 二 0 БЕ, ВЕРОНЕ 3 › АРРА ТЕЛНЕ ЯЕ. PF, B 


x= № 


N 
, 1 
J sin Bx dx = [= cos Чар , 
HE 


Е sF (>00), 


N 
MER SREM Ам, M | Sin sz dz RENN. РОЛЕН РНИИ 


FELD (567, SREE ЛИ 
ЗВЕНО 


<37) | sin (2) dx. 
Ü 


ЗАРЕ: r= VÚ t 5 Ya r 
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RIEN 1 中 所 作 的 一 样 , ARRE. ВАННЫ (57) KOH. 图 77 
上 表示 出 被 积 丁 数 .六 > 一 skz2) 的 图 形 ， 当 z—+ оо К» ИЯ, НАЖ, JEE pl 
ЕВЕ ЕН] СО, ос) ЛУЧАН): 

(0, хт); (noy 3r) (my 5л); +; Силла) к); ` 


A ANANN 
VU! 


Ш 77 
在 其 中 每 一 个 区 图 上 ;西数 y= 二 sinCz*) КЕЛ: ТЕ ПАН СН); 在 第 二 个 《一 六 
在 第 三 个 (十 ) е i 


Vante 
Ua =(— 7 j sin (x?) ах. 
Илк 
БІТ t KEHE z 
r= фак 


得 至 0: 


gt; 


„= sin (E пт), 1f sint 
2 V iim ` =+ (урра 


由 此 香 出 ， 数 un 是 正 的 ， 而 用 党 正 整 数 增加 时 u, 溅 小 。 此 外 ， 自 等 式 
іра тут 
ББ | жк 


НЕ, #&л—>+со5 РЕ, 41-20, НИЖЕ ЕЕ, НХ 
(38) Uo ш из — tigt СПУ, + 5 


294 高 等 K 学 Жо Та 


ЛАЯ 11,125], 
ЗЕЯ 
(39) Ито (m+ 1, 
ПОВЕ 
р Yz V 2= И тл 

{зш (х?) dx: к! sin (xš) dx +Í sin(x<?)dx + . + | sin (х) ах + 

0 { Vr Кт — ir 
(40) 十 | sin (Хх?) ах ==, — ит... Tu 


т | 
Кф 001, 因 需 最 后 的 区 间 (mrb) АДЕН (mr (m+ Пя) 的 一 部 分 ， 蔡 
М b— тп ШЕ ИНТО b—>+ oo НЕ, НЕА (59) REENE п ВЕНЕ + oo 
ВЕЕ C58) УКК ЕД ЖЕК, САО) HEEREMA 

十 co b 

j sin (x?) dx = шз | sin (х?) dX =u —uy+uy—us+.-- 

0 
存在 。 

在 但 一 个 傅 形 下 ， 反常 积分 个 在 是 由 於 僚 筑 函数 的 交 销 性 ， 也 由 页 内 现在 OX ЕКЕ 
的 一 序列 的 面 秆 ， МШЕ ЖЖП, ВЕКИ КРИ 
РАН, ME HREAN 

EES ABREU 6o — 

3811 中 ， 我 们 将 得 到 各 分 (37) ИВЕТ: 


+ о 十 oo 
| j sin (х?) dx е! cos (х?) ах = = и. 


ВАНА ГАНИ, В а 6 
МУРИ 
84.— ЛАЛ? АСАН Не 36 ЕС 


1 高 演 一 段 之 前 回访 一 下 着 一 中 一 政 收 伍 级 数 的 定理 是 有 用 的 。 
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У, НИЖЕ [82] 1 2 2 8) Т PRSA О, — к, № 
ЖК y ri u 在 区 间 «чув 上 改变 时 ， 在 人 条件 


D— ct! 
(41) яе 0< = № гт FE, | | J (< y) ах <à 
ЕЕ 


р'! 
(42) КАРИНА /a 
М | 


PIRARD, у 的 值 的 数 ， 与 Y MUREA 
(43) [ло ах, | у(х, у)ах 


关於 у — ВОВА. 

特别 是 ， ЖЕНА АЖЕ, ЖЕЙ А Е р ОДУ у, Hi 
ВТЕ) ЯУ ЖОЛОК 

ТЕШ АСК Бе ЗАА, НР А СВОЈЕ ЛК, CRE 
— ЈА: ЭА. А ЕЕ НА 我 们 回 到 (43) 
PEAARST. mE F ET И S BJ 1E P£ 


(44) El, Es, faa", ёд, 
aA: 
b b— е; b —=з b — є3 
(45) | (к, de= к, у) | + f +... + 
п а b —=1 $ — Е 
0 一 sr 十 1 


十 j +...= u (y) а (y) +i У)... +u, 0) + сер 
ба, 


其 中 
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лк 


(46) u, (y) = | f(x, у) х. 
?一 En 
在 (43) В ЛЕА, ЕВЕ ЕЛЬ 
(47) Бү. Вы, bua. Жым 


ЖЕН: 


(48) беа јла naff 十 ... 十 ў Е Е 
„йн а EN wy 


НКА ЗО БОКСКА) EE [1, 143], 直接 推出 ， 若 反常 积分 
— ВОВ, ДИЗЕ АО, НЕ (44) 或 (47) ЕВЕ, Ш— 
ВОСК Ши Е, ЖИ, А (45) 很 千 谷 的 项 的 和 等 於 一 个 沿 有 还 近 
О 的 称 段 的 积分， 对 大 过 楼 的 积分 ， 不 等 式 (41) 成 立 。 

一 私 收 合 积 分 的 性 质 类 似 於 一 致 收 颌 角 数 的 性 里 [I, 146] 篇 确定 
起 兄 ， 我们 对 其 《43) 中 第 二 个 积分 来 令 述 过 些 性 质 ， ОВЕН 
第 一 个 积分 也 适用 。 

1278496 Лу) S SERI m B та у # — 8 # E Es Rl 
«су В ЕВА, А 


- Со 
(49) [| f(x, y) dx 


— А, Ну < 和 y 和 8 时 ， 它 是 zy ВЕ. 
2) 伍 同样 人 条 件 下 ， 在 积分 号 下 求生 分 的 公式 或 立 : 


(50) | ay | G у)ах=- í dx Í f, У) dy. 


с. 
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一 


DE ypa 2/7 ке З, ШУ UNKA m ES 


十 со 
(51) | ы У) dx 


zr 


~K НУЛЕВАЯ P ЖАШИЛ ДАБА SZ: 
52) а [ө y) dx == үч 0/ (0, y) dy 
К ау J | ; ду ” 


ЕВРЕЯ 1) 与 3) ЛЯ. ЖЕ [80] РНЕ, ЖАК (48) 
的 项 
2-1 


(53) u (У) = | f(x, ууах, 
г 


ЖЛЕ ЕШ. ЗЕ НЕБЫЛО, АВ ВО, ИЕ 
Ёл, ЖИВО, ERS (49), НЕА [1,146]. 

BERI 3) 。 我 们 提出 ， 由 [80] Ж, MA (53) 可 以 在 积分 
号 下 求 微 商 ， 就 是 襄 


bn+1 天 
, š д 
t (у) а |+ ш у) — daz., 
b, 


不 过 ， 根 据 积 分 (51) -RKA IE — ВОИ. 


° 2,41 у 
0 | 
(54) Ki y dx = j е У) ах— Р ' (У) 


2, 


EL, Ж (48) И, MERAH TEB AJ БОСИ. НН 
1,146], Ж (54) Врятли (48) WAMA. awT MERA 
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A (52), 

我 们 蕉 一 个 反常 积分 的 绝对 与 一 至 收 合 性 的 简单 判别 法 ， 与 航 数 
的 稳 对 熏 一 臻 收 伍 性 的 判别 法 [I, 147] 类 似 。 我 们 对 ‘43) 中 第 二 个 
称 分 来 作 。 将 从 第 一 个 积分 有 类 似 的 判别 法 成 立 。 

像 以 前 一 样 , sx Л\х,у) Я c<z ШН аку В 时 回炉。 车 存在 有 
一 个 当 a<r т Я Е o), 使 得 当 c 委 z 而 且 о<у<В 
Ry, |/\х,у)| Se), ВЯ 


+ со 
(55) f oax 


К. ЕШ (49) EAA e СУ ) 。 НС 
(55), ЖЕ 0720 上 时， 存在 过 样 一 个 入 ， 使 得 
b! 
KORDON | p(z)dz 0, 
p 
EREN жЕ Йу. Му) Жау. HEAL Сау) [< 
piy) ЕН: 


b” 


b”, b 
0 ADON 时 ， | j f(x,y) az | < f Се, у) | dz < | д Саак 6, 
b' р! b! 
RE BARREN, НА (49), EERS 
路 со 
|, уа, 


Bud H, ВН ГАЗИ 
85. # Т.Е [811 中 例 5 : 
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[56) I (e, p= [е6 EE ax 
0 


现在 算 作 < 是 固定 的 正 数 ， ШИЕ (56) EREEREER 8 的 积分 。 ИШ, WS 
=, НАНА (Z RR ОНО * 一 0 时 ， 它 等 礁 8 ， 所 以 积分 (567 的 反常 性 只 


ERER ЗЕ => 我 们 有 | 3 经 | <1 ,从而 


+ | 
=E sun | 1 =@ 
|T sn ez, 
= | 
Ша 
е^ TECO 1 -tt 
— = e 
-T 了 一 1 С 


收 伍 ， 认 是 扒 缉 ， 依 照 所 泣 明 的 刊 别 法 ， 积 分 56) ВЕ в — о ЛЕВ РУСЕ 6 
的 微 商 ， 得 到 积分 


Cy 

=“ 
[ е соѕ бх ах, 
0 


RER | e7"? cos ёх\< es › АШ a HEHEH } 积分 (56) В НАСА 2 › Ж 


且 它 可 以 在 种 分 号 TRAER E BEAMER MARA, АЖЕК a л, 
=1(0,6), ЖЕ, WEEE ВЕЕТ ВО (56) 是 а ПЛА р 
党 «20, ЕВ а 的 连 炉 医 数 。 以 前 我 们 已 沟 侣 明了 当 “一 0 RES. 
O РИМЕ 8>0 ， 演 站 不 限制 一 般 性 ， 因 需 8<0 ИШЕН НИМЕ 
ESO 的 情形 ， 在 8 二 0 的 情形 道 个 肯定 是 显然 的 。 

以 下 的 作法 伍 在 [831 ВИГИН ЯКЕ 分 所 作 的 类 似 。 分 个 部 区 则 C0, + о) 258 


ен 
5 8 3 8 2 8 3 3 8 3 8 3 


о HARR 
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Kayma tS ВЕ. (a>0 而 8>0) 
НСО, ЕВЕ Со, Hy 
(м -- 1} с 


8 
un (a) = (— 1}? | e 一 cx siner дё 


$ 
ВН =. s ЖЕҢЕ * ， 得 到 : 


A 


и 


6 . 
“N _ ў f 
dn (а) = E о PET dt, 
6 т 


НЕМ, (C) EE, НХ н ЖЕЕ (с), 
КУ, HFFA: 


aja 


(57) ed а 


HEH] K n— oo Е, и,(@)-0 š 
ВТ» Зы <20 kp ТАЙЫН ГАИА Ө ЛЕ НИ ИАА: 


十 со 
(58) j ете EREE de = u (а) — и (а) ша @) —.--+ 6 и 0)... 


ВЕНЕ (57) 8 [1,125] 中 的 定理 ， 间 级 数 的 徐 项 有 估计 估 : 


| . 1 
| r CG) | < | 44160) | ~ni’ 


и ЖЕ ау ЖН пә оо Е, —— ->0。 由 此 推出 ， 党 a20 ВЗН s 


ДЯК, КЛЕЯ 1,146] ВОТ ЕАУ, ТАБЫНЫ [80] АЈА tt Ca ЗИК, 
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ТЕ» АП ШК (58) SS «20 БЕВ ВОВСЕ» ВЕНУС ТЦ, 还 不 能 推 知 积分 的 
РЕ ENEE T AAR 05 a 宇 0 ЕЕ, ЗН 
НВ, 5 ВО, ЖЛ: 


єс 

[ _ sin бх Е 
2 

0 


А RECORRER- а)» 0 ЈО. ВОН / ИЛЕ, Щ 
4 一 0 зу, TERMAS. 由 此 推出 ， 在 含有 bp 一 0 的 8 АОВ E, 所 富 的 积分 天 
А A Жао ARMIKE ME MEOR 二 看 8 Ч, 


退 这 个 积分 不 能 在 各 分 号 下 求 微 商 ， 因 需 过 样 求 微 商 之 后 得 到 cos pz ШАЙ] СО, со) 的 积 
Ts СЕНЯ. 
3. 在 [813 В] 4 rt, РНР РЗ 


| ах (@>0) 

Ü 
对 «ТН k Ко ЛИОНА, 95 k LERB ЕЕЕ саа 
上 ， 基 中 c>0 ， 积分 


Ро 

-© K 
f e x dz 
() 


Во ARERR 20 ЕК, ВИА < ес 而 且 „саз <Ë е0: , ЧЁ 
{Е [84] АОВ ШЕЕ» ЗИЧ ЯАНА 

E 

f a хах 

О 


ек. KURE Гор) 一 e “x, ни НАН № ВИЦ СІ,65], ， 可 以 肯定 ， 党 
29+ оў, Га) ед уо, MERR A ВЕНЕ БИГЕ, MENE 


TER LKSK 
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5. 在 [79] 中 我 们 得 到 下 面 形 状 的 亚 且 硬 问 题 的 解 


(=) — т = В. 


ВІТЕР НЯ» АГЕР ВАЗА Е: 


yA )аА 


Je 


o n 
N [= 
H 
| 
„е 


如 果 在 积分 号 下 对 RER, 在 积分 号 下 我 们 就 得 到 2-1), ШК 
[82], 所 以 需要 换个 作法 。 用 分 部 积分 法 则 来 类 示 积分 1:) (ШИРИ Ао ВЕНЕ 
微 商 ФВ), WR EE 0 近 偿 是 有 界 的 : 


a Т. = — 20 (ñ) Беди 


йж=--0 T 


+2 | лы P (ñ) И 2% dh. 
Ü 


НЕЕ 9+0 lm ФОР. BEMA -Mk БАЗЫЛ,» Е 
#9226 C0) 二 0。 由 上 面 突 的 公式 求 微 商 ,根据 [80] 中 531)， 我 们 求 得 : 


d ( ф(һ)аһ 中 (十 0) $ (A) 
+ | - ——— = = dh 
(59) dz, V > 一 大 Vz +{ И:—# 
# ФОҺ) 是 常量 ， 基 94)==0 RREAN CREAN. A C0D=0, ВИН 
2}: 
d н hydh н h 
‹ F dh 


zh Е 
Ü 


Ü 


对 从 反常 积分 Ko) 应 用 [801 中 公式 (91), ФИРТ ЕН ЖЬ ДЕК, SERAT 
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—— ———— 


h==zu |Н) u ЖМА › HUB Ke 80—08 HA ARRIE: 


102) ух ЕЕ Ф (2и) іи 


Viu 


К.-Б А РО БЕГЕ НАУ НЯНИ ТА #' СА) › ЖИ Ө, TERA 
MK F nj АУРУ: 


1 
afl(z) 1 $’ (zu) du $' (2и) udu (zu) udu 
z == | yrr +У; (ои yi—u 


ВРЕТ ЛА 5, ERK А, RREA G 
86. RRES BEARRA БЕ ERS hRS Hio 
BRILi, EERS ДЖО: KERR ЙЕН By SK ae at 
РЕНН. АРЬЕ. БРЕ ЛБА (0) Е, С 
Ah, JOM) ЙН), ЧЁ НАЛЕ С ВУЗЕ ЛОМ) Яо Р-Н 
В С 在 办 的 某 一 个 小 了 区 域 (A) 。 ЖЕНЕ O-A) Е, ИК 
мул у, MAREI RERS | 


Í \ ДМ) ав. 
(о —5) 
жай, 
车 当 ^ ЖШН EE C 时 ， ЗШДЕ НЕЕ ВЕ, ША 
НИ А ЕЕ С BJ, ЗЕЛЕНЫЕ УСМ) Ера Со) 
反常 积分 : 
¿60 j f РКМ) do=timf È FM) ае. 


(e — à) 


先 假设 在 点 С НЗ УСМ) ЕЛЕП, sk IE UJU B, 2835 38 BJ, 
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СДГ) 与 (A 是 过 样 的 两 个 小 区 域 ， 使 得 А” 出 现在 A' 内 部 。 过 
№, Wy (0 А) 的 积分 与 沼 (с А) 的 积分 差 一 个 正 数 , ВУИ 
域 CA' 一 A 的 积分 ， 而 在 过 区 域 上 MT)>0。 由 此 直接 看 出 ， 党 
CA) Еҥ С Be, ВЫХ (60) 上 升 ( 若 相称 的 人 区域 是 前 一 个 的 部 分 
ER), 於是 推 知 ， 或 者 趋向 一 个 极限 ， 或 者 无 限 上 天 。 若 当 СА) ФЕ 
RER EHHA O 时 ， 有 有 限 的 极限 ， 则 党 按照 任何 规律 粮 
Ар, WAHEHE. HINER, ERTER, W 
不 包含 点 C 而 出 现在 使 得 fO M 21 IE BJ ВНС K p Pt E u R 60 
积分 保持 小 蕉 某 一 个 正 数 GE, ЖЕ С, MARAR). 
车 在 点 C 的 近 傍 ОМ) 0 ， 则 由 积分 中 提出 一 个 负 号 ， 就 化 篇 以 上 
的 情形 。 现 在 设 在 加 C 的 任何 的 小 的 近 傍 ，XCM) 有 不 同 的 符号 。 在 
着 情形 下， 我 们 只 考虑 条 对 收 铬 的 积分 ， 就 是 这 样 的 积分 


(61) $ È IAD ао 
(в) 


ЖЕН, BREKK. ЖЕНО ДЕ ЕКЕЖ А О, MESH 
БР ҺИЧ ЕШШ. E, НН, # ЛСМ) Ж ЛОМ) 
ERREKIE, AM) ЗЛОМ), № B CM) HRR. H ЛОМ) 
的 积分 也 收 傅 、 我 们 的 画 数 ЛОМ) 可 以 表示 成 两 个 正 的 画 数 之 差 的 形 
я: SM) = [SM ССМ) | СМУ) НКУ (61) ИЖ 
ВНЖ 2170) | ПСК. 在 FCM) <0 的 点 , 画 数 [fCM)| — 
Му) 6 IIM) |, ESMO МИ. CERA, WER, 正 的 
ССМ) | 一作 M)] < 2| /( 1, ERM, CHESKA 
BASM) ССМ) [Му HRS SRE Мо 的 积分 
Kiko MA, ERA (61) ЯК, M/M) HEDE, 


‘Ty 
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一 一 


а 


SE 


我 们 兴 一 个 积分 (61) 收 佑 的 充分 休 件 : FER С 的 近 傍 , ВЕБЕ 
Ем) < 条， 其 中 > 是 由 0 ИВЕ М HER ARIEN 


$£, Ap 2, WES (61) Ж. ИКА ЕТЕ, ВАЧАХ, 
沿 任 何不 含有 США С 篱 圆心 上 共有 基 一 个 年 径 r, 的 加 中 的 任 
{Ба Со"), 7427 (61) ЖЕНА. SARRE С ВОВЕ Е, ЗЕЕ 
ВЕНА | РСМ) | 的 不 等 式 ， 得 到 : 


|| ЛМ) | „ж rdrde = А = -par 9744 


йоу ЖЫЗНЬ мии, R 
中 ， 基 中 了 了 可 以 随意 多 小 。 被 积 画 数 是 正 的 ， 蕉 是 沿 所 有 的 过 样 的 形 
ЖЫЛ, ЖАИЫ, WER 


2т ro 
} |f (М) | ав < ajeg ЎН сан = 


注意 ，2 一 2 >0, RERS AS Со”) 的 积分 的 估计 值 : 


(rp — эр) 


кА _ 
то р, 


(62) Ро <; 


(с') 
ЕТ P) ЛЕО РНЕ. 

完 至 类 似 的 方法 ， 可 以 雁 定 ， 沿 一 个 有 限 区 域 Cv) 的 积分 ， 如 果 
ИМ) ЛЕЖЬ— C 的 近 傍 没 有 界 的 话 ， 所 有 以 上 的 理由 游 从 过 样 的 入 
分 都 泣 用 。 只 是 所 区 的 积分 的 移 对 收 铬 性 的 充分 做 件 在 所 答 的 情形 要 
ANRI F: 著 在 点 C 的 近 傍 ， 画 数 满 足 休 件 ЛОМ) | < Н E 


由 C ЗЕМ ЕЕ, 4 3 РЕЖ, 而 且 р<3, WAR 
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(í {лов 
(>) 


{б ШК ENBET, ЕЕ ро А: p 二 3， 因 篇 在 空间 
ЧЕ з, МЕЖ ТН СН ЕЕ do = r? зїп багабарбт? ҖЫ F do=rdrd p 
中 的 ”)。 

SE BLR Со) ЕРЛИ УТА ЖЕЛЕ ШЫН. ЕЙ 
直 说 是 积分 区 域 (о) ЖИЕ. ВС) ZE tg re (oy 中 的 一 个 有 限 
ER, ЕЕ, RERO 中 任何 一 是 M ， 由 在 次 展 的 某 一 - 
ПЕШ, «ШИ (oD, БЕЛОМ) 在 (оу БЕ, ГЕК НЫГУ 
(63) Bi ма» 

Со; ) 

若 当 Со) 人 无限 扩展 时 ， 过 个 积分 址 向 一 个 确定 的 极限 АО 
(а) 扩展 的 方式 ， 则 过 个 极限 是 做 УСМ WIER (0) 的 积分 : 


(64) i D M\dJ= lim че 


РРР ИИ ГСМ) 20, Ну Сол) ЛЕНЕ, КЖ 
ХЕ ВУЛЕ, ВОДЕ БУГ. НА НЕ Щель, Е 
(о) 内 而 在 一 个 以 原点 篇 图 心 具有 某 一 个 第 径 wo НАА IT aj Ea sk, 
HE В А, ЖРЕТ АСЕ, гло оо, А). 
Я (0) Ф БЕА ЕН, НХ 柄 分 的 定义 推 知 ， £ 
АЛ 

(65) ИШҮ. 

| Со) 

КЄК, ， 则 积分 (64) И. ЛЕВ] ЕЕ, CIKKEK, RSR 
раза РЕНАТ о ИЗМЕНЫ Г ВОСКР И) СИЛЕ. ВН 


k. 
` Tr ll ын” 


28 里 积分 、 ШӘМ? ХАВИ 307 


THRHR, ПИН ЛОМ) | 之 方 ,其 中 + 是 由 任何 一 个 固定 


Eh (REA) ЗЕЕ М БЕ, АВЕ, 而且 2 一 2, 划 稿 分 (64) 
收 襄 。 利 用 所 写 的 不 等 式 ， 小 引用 栓 坐 樟 ， 得 到 : 


{ { РСМ) |do< A| {га 
Со') Ko 


全 部 区 域 CC) 一 定 包 合 内 一 个 界 於 图 周 + 一 wo 与 了 一 正之 问 的 图 环 ， 
KP R Ури. ВАНН KHAT. #9: 

__ MA | i 
注意 ，2 一 2 >0,， 就 得 到 所 要 求 的 沿 Со”) 的 积分 的 合计 和 值 : 


jJ Dd < Рр а, 


ЕВУ БИШНЕ 

S BS Р Н Е БЕ ЖЕШ. ДЕЗ EER Pk 
BER, kipo? М роз. ВН, БИЕШ ИНЕ 
HIM) БЕЗ АСЕН ВА, SHOR ТЕТИК АУ РИ 
用 。 

像 我 们 以 上 所 看 到 的 НКА ТРИЕ А и 
| FCM) а ТУСИУ | — OM 的 积分 ОВЕН, 
ДЕННИ С 或 (оу) Б ЖЕУ ЕЕ ЗЕ, са 
算 作 (A) 是 以 C SS C НЕК Сло), CAFR р НН, ЗН. (01) 
是 (0) Ву, Т ОН (Ка), ААА, 
Б ФЕ ШОН Б AELH ПСЕ ОС ВО ЖЩ 
АН ВОБКЕНТ, WA (60), ИРИ 
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ЖЩ с, 若 对 从 任何 正 数 0, FEARRDE o 的 п, 8007) 
是 (0) iame 518] ( A) 中 时 
aa < 
Co 
ИШСЕ ЛИ БЕЈ © 一 致 政 售 。 类 似 的 可 以 砍 定 别 的 反 策 各 分 的 一 到 
Kek. Fol. HERE ОД) ЕШ, ЖЖ A ШрАЧЕ Ж с, HA 
Ауа Зант В. КОК о 

Е (84) ТЕ НУ а — ОИСЕ Bu ij Т: ВНЕ 8 Зр — БСК 
的 积分 成 立 。 

НЫ Е УБЕ ВА ТАНЫ ВЕЛЕЛ НХ SS SSH К, Е 
и: — к С) ЖЕЙН Ж» ВН - Уна СА) 除去 过 休 
Ë, РОЯ О), 

算 作 ЛОМ) 在 СГ) 的 近 傍 是 正 的 ， 可 以 肯定 ， 过 时 ， 沿 剩 下 的 区 
RHAD., KREAM- REENER, ЭСЕ Е Н К, ЈЕ 


ЗЕЛКА ЈК СА) РАН БАЯНЫ С). 
87. Ө] 1. 


| | re drdy č 
(+ у) CFD 


其 中 Ce] НЕА, ЗВЕРЬ, ЕДС А 80 СКА 》 求 积分 ， 得 划 : 
J| = | -f 
(KR) 

Baci ШК R ЖЕНЕ, ВЕЛ, КЕННИ, а > 1, ВЫ 


МИЯ UER ВОРОН Шо ЗЫ ПАИ Р, 可 以 利用 前 一 段 所 证 
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一 


ВСЧ ЕК ЗН ИЕ. 
2. BRET 


{ pi 222 


其 中 $=0$; 5=1$ у=0; 7 二 1 之 
ERTA Ч 1220, ИЛОНА K o H 
ЖЕ А» ИЛЫ, НИНА =e; 2=1; у=0; y=1 Ce>0) НЯ Coe) 
求 税 分 : 


1 1 
ydxdy dx 
| | = = ] уйу [| — = 1 — Vs, 
(2с) К" o 8 Ух | 


Жез › ЗНА, ЗК MER, ВОЛИ — o 
5 НЕЕ —АШ 127 С 78 ) а ВУИ Сїт, y, z) НУЖЕН o PRAI 
а Со БИА Л: Ат» НИИ: FJ— МОЕ, р, 用 7 808: СМ, 我 们 
FEIRDE Am 对 点 С 的 引力 的 大 小 的 近似 家 过 式 ( 所 有 的 质量 Am ЖАД М}: 
Аз 


86 РИГИ о [БЕЛТН ЛИТЕ Ве СМ НУ o Юну [ДИЕ ЧЁ 
КШ ЕЛЕЕ ЖЕ: 


AT р а. Am ; У. Ат, 6 — 2 


' ? 


r? r r r = r 


ЖӨ ОНА EA: 
х~ Ў == Am; Y~ YI Am, 2-- РА 


用 aC S, n SD ВОАС М ЕЕ, РУАН 
Am иво, 
增加 日 元 的 数 日 共 使 其 中 每 一 个 单元 无 限 逢 小 ， 得 到 项 东 : 


oo 和 人 
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注意 ， 在 所 寅 的 积分 中 ， 称 分 乌 最 是 区 域 Со) РАВ М 的 坐标 CS), WEHR 
вт) Ион ВЕСА C yor) 在 积分 号 下 这 接 在 分 子 中 出 现 › ЗЕ НАШ 
[НЕЙ ЧАҢ [Н ая 

r= V GPF 7 Ta 

В, ТЇГЇ ЕНИ, MAR X,Y,Z 是 ryz ИА 

Fian С ИВИС ПИШЕ. УУ, Нк Py Kuah S › RERE FEBRI 
Яо Ж C НЕЮ, ПИВОМ МВА CRA, KEA 166) ЧИ ПАШ 
59, ДВИГ ИАС ARRE = BERHO KERR СПУ ЖЗ, 
HSR wo ЖАПЫШ | a | КИАНУ ЕЯ, REEN 


| Ж `— Po 6—2 х 
ег < | | <, 
ПВМ РАВЕН р ЗА 9 5 Ао. 

表 迷 所 考 碟 的 物质 在 器 С ARER 
(68) и-| | { 4 
Cv) 
戟 也 有 意义 。( 以 下 我 们 仔 各 介绍 这 些 概 念 。 ) 
4. 我 们 有 明显 的 公式 
&—x< дг. yy дг, t—z _ r. 
r дх' гб’ г ^^ 92’ 
} 


=a a (0): 7-5 o 8-80). 
х= ||} ка (z) =} зу (2) 
AA 


就 是 谣 ， 半 些 积分 可 以 由 积分 C63) 在 积分 号 下 对 х,у 与 = 求 微 商 得 来 SAER C, 
7 了 ;3) КЕ СНБО, НИЖНЕЕ, PELLE [34 ВВ 


PDR PRA o EBED RERS RS Е PAS З 


ВАЕ ЖЫ] TERU E РОН a JEC 300 了 PTG ЕТ) С» n DEAR, 
Л X,Y,Z ERZE ECG у, MERO ОНТО НЯ — RAR АЕН. 
ЫЛЕ ГВЕН C68) ERLA AE F oke a ЭЛЯ 
x= lU. T éU Da EU 
OT Ey- 02 
HAR ЕНЕ РЗ <, у, В z КИН, WAE 5,7,5) ЖАНА, У, =), 
就 得 到 : 


„ д 3 
‹69) ая ШР а (5) ' Oy? 7 -人 和 (+) 
020 
© = | 人 ба (F) J 
(и) 


省 些 公式 只 是 党 点 C Cry D {ЕЛЕН ИРЭН, НЕЕ ODZIE ЗВ, 
所 有 的 积分 都 不 是 有 反常 的 。 著 СЛЕ РУ, ПЕНИЕМ, H RASKE 


а. EEEE, 1 Е: |= 3m — ур BE 


г г? иг: ж ду? p9 
g? [+ _ 346—2)? 1 
дүү си 


W Н Э+МЕ C69) 不 能 糜 用 [ 87 ] НИЕ бани» A СЛЕ Со) & РЬ ЛИ 
UB) ОНЛ ВЕТЕВОР FRARI о 

00702811, MA: 
21) (1) +8. (1)- Eat weal. 30 
REH Zi C 在 Со) 之 外 ， 由 等 式 CD 相 各 恰好 得 到 方程 


OU д7 gU 
ss = 
671) Са 23° д2? 


s=. 


ДИЕ: НИН ЖЕКБАШ, ТЕҢ SS БЫТА Crs y z) WEJ E CO Do 以 
RPPK Au С H 5329 BD, ВЕ Ка, 
5. 考 虑 中 径 需 = 密度 均匀 的 球 的 情形 ( x 是 常量 )。 取 OZ АЕА ОС 的 方向 ， 其 中 
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O 是 球 心 ， 再 引用 球 华 标 Co,9,9): 


тт а 
(72) | и= |||» 至 = ааа 
(2) ооо 
KBER 
(73) г? = p +z? — 202 cos Ü, 
我 们 先 求 依 8 的 积分 : 


T 
{ sin боб 
0 
DREHER г ДОРМ Ө, ЗВЕНЕ o 与 у 是 常量 。 现 在 分 需 两 种 情形 : 352220, Но 
Bü o 是 常量 而 8 由 0 В] п FE, r 的 大 小 由 (5 一 9) ВК} (2+0). Ж 2 Со Wr Bi 
Co- 2) НЯ Cota) ( ISO), Ш, IIRC) Ж о 与 y 是 常量 时 : 


sinfda z dr 
r pz 


rdr = oz sin 040; 


ЖИИ» ADER: 
z+. ° 
dr 
== р @>в 
fa- j š Е | 
š r c 
Р 
j Z= ec 
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—j 


一 wara кыа. — жы  —  ———>.- -: =: 


| 
| 
| 


{А (722 rh, БЕРНИ: 
ПЕ СШЩЖҮЕНБК КЕ ИКЕН ЖЕШ Б; нр асс, RERNA EN] СО, а) 上 的 。 Ий 
Sas 在 道 俏 形 下 我 们 有: 


(74) ЕЕ = “ыыт, 


0 


“з 


其 中 ГП EHEH Eo 
3 mh C 出 现在 球 内 ( S0); GEM (0,а) 需要 分 篇 网 个 : ODRA Cah RER 
们 得 到; x 


2x 2 а 
Е 2 
(75) u=. faj Eef 2pzdp |= 2m (#5. =), 
Z p | 3 ч 
0 0 Р, | 


йт > 一 < 时 ， 丢 是 点 和 出 现在 球 的 表面 上 上 时， 两 个 公式 07 B OSDA 过 给 出 太一 个 值 
ДЕН АЕК U PREME, | 
再 来 计算 引力 。 根 据 对 带 性 ， 它 应 路 是 在 沿 OZ ARIJ m ПЕ faat 


CZ 


ТЕЛА С 出 现在 球 外 时 ， 我 们 利用 公式 (747: 


(76) A 


АЛА C 出 现在 球 内 时 ， 应 用 公式 《757: 


(77) Z£ = — £ ruz 


28 2=а р, AMAA (76) M (77) — 10, УНТУ СНЕ, 

公式 СТА)» (76), CDRH: БЕ УЕ ЖЕНУ [Лю] ИНИ ЫЕ 
邢 扩 和 量 友 球 心 得 来 。 对 座 球 内 一 时 的 引力 僵 租 引 束 到 球 心 的 中 驹 成 比例 。 

Ж 计算 简 埋 起 网 ， 我 们 到了 特殊 方式 的 坐标 炎 › ОГНЯ ЕДЕ ОСН, МЕ 
竺 以 上 的 公式 中 x ДЕТ С ЗИС 2 ЕЛЕ 球 心 的 任何 位 置 的 坐标 机 з 需要 用 
ауа ЧЕ т, НИ, у) СНК А 074) SL (75) SSH: 


+ =i Айу” +} Ж. ， „үз 
514 ГЕ) “в K T TA Fr. 


VEE + 1⁄2 + 2° 


U —2лц| а? = у? + 2)| ССТЕВЯРЯ 2 
м. 


HR U R-RE, SAREH (71). НИ ЗЕНА z, у Яй 求 微 商 两 

次 ， 得 到 : 
U 97 217 

С 78) ‚т a + a 

以 个 我 们 将 看 到 ， 独 从 有 具有 般 密 度 的 任何 的 容 熏 Со) ， 若 C 出 现在 Со) РЧ, Е 
ВНЕ 

6. 放 吸引 的 物质 分 傅 在 曲面 CS 上， 具有 密度 АСМ), EEM CS) 上 点 M EEP 
像 上 面 一 样 ， 用 Се, у,2) ЖЕНЯ, В r KEEN | СМ | , RAE U 
Tal Pe: 
C79) u= | (SD s, 

($ 


= — 470и ( CEER ) о 


З ЕЧ РАЈЕ: 


JE CI ЖАШНЫ НЭН. ТЕЛШ, ВИ СЕВЕ 15) 之 外 的 情 
Ж» 所 由 所 有 的 和 分 都 是 正常 的 。 НР» Ë ЕН — 05; METS SN E JJ ET Do 


Š 2, ВИА EE Pü ВИЗ 的 全 Ж. ЖК HI 


88. ЕН adami u BUDE, ФП ЛЕНЕ ЖЕЛИ ВАНА НИЯ E 
wi РЗ Puan ЕЕ pap Ep МНО РИНГ — ж 
o EEH ERER AE BERELER. RESAPE ва 来 
Бо PAL РАВНИ А УНЕ АННЕ o 
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Ci Di 


ЭНЕС XY 的 在 面 。 以 点 М PSU e BPR ME e 0, ВИР 
来 考虑 在 鞍 平 面 上 的 所 有 的 点 舟 合 ， 其 中 的 点 集合 可 能 是 由 有 限 个 点 或 纸 种 多 个 点 组 成 的 。 
ЗБ АСС CPD, 255 M EENIA е АКАУ CP) hh MRENA ИШИ 
М ШИЕ @ СР) 的 标 限 点 。 和 这 个 点 M 可 以 属於 CPD RERBA СР), ЖСР) 的 所 有 的 概 
限 点 都 局 大 (P)， 则 集合 СР) 叫做 图 的 。 若 则 MBR CPD, WES 下 的 某 一 个 。 近 傍 的 点 
都 属於 集合 CPD, НИ М ШИН CP) 的 内 点 。 

例如 ， 我 们 考虑 所 有 出 现在 下 方形: 0 << < 1, 0 < y <1 之 内 的 点 的 集合 。 TEA 
情形 下 ， 所 有 的 点 都 是 过 集合 的 内 点 。 所 有 它们 也 都 是 过 集合 的 极限 琶 。 此 外 ， 属 於 省 正方 
形 的 界 粮 ( 就 是 它 的 亡 ) 的 所 有 的 点 也 都 是 极限 点 。 由 於 它 半 是 不 属於 CP) 的， 所 以 送信 
集合 不 是 闭 集合 。 

ВО АН ИОВ E бы MEIA <P) 中 的 任何 十 点 入 可 以 由 所 有 的 点 
部 属於 CP) 的 折 烛 速 接 的 话 ， 填 柑 的 集合 我 们 就 叫做 是 区 域 。 在 洪 样 的 定 教 下 ， 一 个 正方 
形 的 内 点 自然 形成 一 个 区 域 ， 不 过 两 个 分 郁 表 的 正方 形 的 内 蒜 就 不 形成 一 个 愿 域 。 上 迟 的 把 
区 域 从 所 有 可 能 的 女 集 合 中 区 别 出 来 的 性 质 ， 泛 党 叫做 韦 通 件 。 忆 时 把 以 上 所 放 的 区 域 叫 
GESER. MAER Р) ВЕ Е RA TEER MERA СГ: 点 M RBA СР), 
不 过 在 点 M 的 任何 一 个 < ВЕРУ, HR (P) 是 由 内 点 粗 成 的 ， 可 以 背 定 ， 在 
М" 的 任何 一 个 近 傍 中 纺 有 CP) набе ПЕЕ ДЕ REMS CP) BL С 可 以 
ЕЙЕЛ ОРО СР) ARIRE Ae RURE OREA. RRE ANED 
EMERE. RIKETE Oo ЧАЗА, ТЕШУ 的 任何 一 个 。 近 傍 中 有 
CO 中 的 点 M "НЫ, МЕЛ N ЖЕ СР), AB СР) 的 所 有 的 点 都 是 站 由 。 + 18 点 
М' 的 任何 一 个 e ERER COO РАНА ЗЯ СОЕ Е), KERA, Sh 六 的 任 


一 一 


ВОВА CD 加 到 区 域 CPD 上， 显然 就 得 到 一 个 六 集合 (P,， 有 时 它 叶 做 并 区 域 。 注 意 ， 把 界 
# CD 的 点 加 到 区 域 CP) 上 之 后 ， 界 狗 的 点 可 能 成 露 新 集合 CP) 的 内 点 。 例 如 ， 若 СР) 是 
ИЛЭН ТЕЛУ С 中 间 缺 少 点 或 称 ) НН ЫДЫ O 的 点 ， 不 过 把 QD 加 到 CP) .上 
之 合 ， 和 这些 革 就 成 需 内 点 了 。 

HERTEL BLASTER RREA MEERE LAE M k 6 
СР) 的 。 集 合 CP) 的 所 有 的 极限 点 的 集体 叫做 集合 СРУ 的 亲 集 合 CP')， 像 我 们 НВ СР) 是 
ARATE- прн ВЕРИ, RCP) 是 平面 上 不 属於 СР) 的 所 有 
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的 点 的 集合 。 通 常 它 叫 做 СРШ ДИЕ АСР) Л СРСР НН 个 集合 的 
ЖИЕ ИД, БРЕШИ СР) ЖОР, ) ВЕЛ СР, > № СРО) 的 点 ， 所 钥 成 的 集合 叫做 集合 
CP) 的 界线 Do HAAKE ERRNO Е, BARTLE Е 
38, ВАД БЯГАНЕ И» ME MBI CPD, MELTA ЕА M 0: ЕЁ, ERG 
有 (P) 的 其 他 的 点 ， 则 点 M 吓 做 这 个 集合 的 孤立 Mo RET i EA СРМ, ЖШ 
CP) ИД aa pi CP) 的 间 内 点 的 标 限 是 相 成 的 。 像 以 上 一 样 ， 可 以 史明 ，(C1) ЖИЕ ДЗ» 
ЕЕ ЕРЕЕН. 

EB, MENRES LOUERE 上 点 的 集合 ， 例 如 ОХ ЕЕ» За, ШЙ 
(е—г, e+e) ШИВА л == с 的 。 近 傍 ， 着 个 区 | 就 是 中 点 在 答 定 的 点 而 长 度 各 22 的 医 间 。 

89。 焦 合 渝中 的 基本 定理 ” 著 集 合 CP) 中 所 有 的 点 都 出 现在 平面 的 一 咎 有 界 部 分 上 ， 
则 革 个 集合 时 做 有 界 的 。 训 个 王 面 的 有 界 部 分 急 可 以 算 作 是 漆 在 行 从 从 标 狗 的 正方形。 所 
ДИ» MERA CP) 中 所 有 的 点 都 肠 於 某 一 个 志平 行 从 坐标 铺 的 正方形， 虽 集 合 СР) 
时 做 有 界 的 。 
直 锭 上 的 情形 来 荡 明 过 个 定理 ， 例 如 都 在 ОХ Mko (КНР, ЕА СРО БЕШИ. BDE 
So ЖАРАГЫ ШИ, PEI O AATRE MAREE R A MAE] Ca bD 
D (В Бо РЖ Ca b ТАН (Р) EE E Cab) BABAE 
至 少 在 一 个 新 的 一 他 Cas Бо) 中 含有 СР) RME AUTE Ii 就 得 到 一 序列 
ЯН: 

(a,b), Cai, 51), баз, Ba), "0а, On), 

其 中 每 一 个 在 后 而 的 是 它 前 面 的 一 中 ， 而 且 所 有 的 区 加 都 全 有 (PD pS Ri 知 
Ё, an 与 bx 有一 个 共同 的 极限 p 11,42). 对 从 任何 的 a > 0› Е Oe pHo 会 有 站 
某 一 个 起 以 后 的 所 有 的 <an,5x), 於 是 它 含 有 CP) и ИҢ, ЛЫН, р 是 CP) 的 极 
Е, RETE. 

ЙДЕ Е ШЕ НЫ БЕ СР) 的 有 界 性 ， 道 个 集合 中 所 有 的 点 属 座 一 
个 正方 形 : а<®<Ь, ссуза, ЕЕРЕЕ [a,b,c d. EAR EHEN 
侦 相 等 的 部 分 。 至 少 其 中 有 一 个 (aibu codi) 含有 CP) Е, ЗЕЕ 
就 有 两 序 列 的 区 加 


САСА СЕ аса ЗИ 


一 一 


—- 


(G b), (ал bi). (aa Bo) (GD ==. 

(c dy, (ey d i). da), -**, (Cn. da) б, 
Eh pi We fe Hwa Se E НИНУ Fo АН, аз Bš b, Я: ИНЫЕ р, Cy dy 
А-В go 作出 站 og) 的 任何 一 个 6 ef, КАСЛИ т EERE 
IWJ E YE (ansbniemdn) MERE CRA CP) h Е 0898 ЛА» g 是 CP) 
ñi — Е ДУДА» 

ЖДИ e q) 的 任何 一 序列 的 。 近 傍 ， 其 中 =。 取 一 序列 的 下 医 的 征 : 20 6969 НЕ 
“юш е ЛЕНИ Co q) Ну г. ОРЛ ЕДУ СОРУР ДА Mo HITE es ВИ 8 
ВСР ОРЛА М», 不 过 不 要 是 Mio ДЕ єз НН MME M REM М, 等 
жы НИИ ПАЯ M г, АРЕНЕ М Cp q) MER ШЩ М, MENR 
ERR SA Me WERS Cays ун) НИ: Тир» Уп" о ине» НИ ИУ 2 
ПАРУ ну Н БАЈА» "ЕУ-а, 

УТТЕ ВАТА MAEHE. ЖОР) ВЕ СО ERRERA 
ДАҢ, СРО 市 任何 一 点 АРУ СОО 中 任何 一 此 N 的 所 有 可 能 的 踊 衣 МГУ АЗИ — 
HERJE MAN， 它们 不 是 贡 的 ， 半 些 数 应 党 有 一 个 下 雄 界 ОС LT 42 j。 过 个 数 9 不 是 俩 的 ， 它 
ВИ С РЕН" Q AEJ ҖЕ 

定理 T A PMA QORRI AHNE, MENANAM ó 是 止 的 。 

ИШ Б НД» 0-0. ЧА СР) ва СО) 没有 公共 点 ， 所 以 不 可 能 使 得 MN=0. 由 
TERRIERE HAEE e 之 0. FERBER CP) НИК М PLA (QO МАЛА, 
使 得 MN <eo ШН ВИАН CP 中 取出 道 樟 的 一 序列 的 点 M Cn 一 1)255 H 
CO 中 下 出 一 序列 的 时 六 no M nN 05 SM „ ЕЖЕ: 或 者 点 М, 中 有 

夕 党 多 个 相同 的 ， 或 是 不 是 这 样 。 在 第 一 种 情形 下 ， 只 保留 M n 相同 的 那些 对 AI， N „СЕ 
ДЕЗЕ ЕЕН ЖАП RRT AM МЛН), ШИН ТЕРШДЕ ИНЕВЕУЈ 
ЕЖЕ F ВНЕ М 一定 有 一 个 标 限 点 М, ЖА ЕЛА, ВИ 
а MEDIE Ao РА 到 ”出 现在 分 序列 中 的 那些 对 M М п, ВЕРЕН 
附 标 排列 。 对 М „РЕВ НН № и аЙ ШАКИ Уза LR BJ ДУУ М» Ea 
Nns 使得: 1) М, N ->0; DM n А Af С ВОНИ М» EMAA )› ТЫП. Ул R 
向 点 N ( ВЕРНУ NV „ВА N EG )o ХРЕН М М0, БЕЛ М МН. Уу— 
ЛЕ» FEBA ОР) M „НИНЕ М, СР) у — ЫК» ВЫ: СР) 是 个 财 集 
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ee ини 


(OELH, BEERE, RERS 00 BERBERE ВИН 
的 。 

ЕБЕТ М, AN n KAME ем. AMAM, AMEA в 
Ms 不 与 重合， 则 我 们 有 MN n0 Н M B: o ХР MN=0, PE 
‚БАБИЛ ЖИЙ Mn AMEA, ФН М УПА, BRER СР), Q) 
没有 公共 点 过 假定 这 背 的 。 

ЗНД ААН, ЗАНЕ ЯН: (Ру СО) А, MEDEL Hi 
SAGRA: МХЕ (P) rh, NECO h, 7 ММ =à, 

БИРЕП: ВУ СР) 是 某 一 个 集合 。 取 出 所 有 可 能 的 距 睁 M M", 其 中 ЛР ga 
М" 8. (PD НЕЗА, НИЕ СР) ИНАН, ММ” ВВ, ПН 
数 是 有 上 界 的 、 於 是 推 知 (1,40), Н ҺЕ Л. 4， 它 时 做 集合 СР) 的 直径 。 若 СР) РЕ 
So ШИ  Е— ЮГЕ ЕН» ТЕ СР) 中 至 少 可 以 我 近 榜 一 对 的 点 Mr 让 M, 使 得 MM M" 
=de 

对 从 具有 坐标 机 ХҮ HZS, ВИ ЕЛЕ Wio E Е M BU Ü 05 
需要 取 以 мБ ВА, НЕ аз, c< узи 
a< x<b, < y<d4, < < <f. 

在 OX ЕРИ» НИНЕ Ph Ç Er, 

90. УЬШ ЕЧ RTO ТЕХ УБЕРЕТ, E 
ВЕДЕНИИ о ERIRE HARREN E #1 m Д: 
MORN ARS AWEDE BHA Са) 型 区 域 。 

АНИ E ЛАВИНА ОА РЕЛГЕ ЯНАО 页 88, £F 
何 一 个 〈e) ЖЕЙБИ Е ЗИ ERER ЧАЦ АЕ SD SUB, 对 
АРЕНЫ Ce) 型 苞 域 ， 半 些 正方 形 的 面 策 和 是 相同 的 ， RIRES. Pok. -MRE 
有 公共 点 的 炙 个 Co) 型 区 域 出 现在 区 域 (4) 之 内 ， 斯 反 些 区 域 的 面积 和 小 於 Ca) 的 面积 。 
温 要 提出 ， 以 合 我 位 诸 到 正方 形 时 了 解 作 连同 它 的 界 粮 的 正方 形 。 

ЖУ CP) 是 任何 一 侦 有 界 区 域 。 用 相等 的 正方 形 的 者 来 分 割 面积 。 误 (CS) AmA Fu 
РЕНН НЗ, ЗЕТЕ ( 包括 它们 的 界 糠 的 点 ) 都 是 CP) 的 内 点 。 

用 局 一 个 字母 S 来 记过 些 正方 形 的 面积 的 和 。 题 然 ， CS) РЕЗАНИЯ ARAM 
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Са) 型 区 域 ， 而 5 是 证 些 区 域 的 面积 的 和 《 图 81 о MEA (OMI GD 是 这 些 各 别 的 
(а) 型 区 域 的 界 粮 的 笃 部 ， 茧 也 得 个 界 粮 显然 是 
个 阴 集 合 。 青 谣 CS 十 人 EB ha СР) 或 它 的 界 
ER CO A AERES E. Н 5+5’ апа 
HEHREN. БИРА (5+5) #4 (5) 具有 相 
WEIR M 是 (557) 的 一 部 分 。 和 后 一 个 
集合 中 ， 除 去 在 C5) 中 出 现 的 正方 形 之 外 ， 膛 售 
ER O 有 公共 点 的 那些 正方 形 的 全 部 。 

取 所 有 可 能 的 相等 正方 形 的 租 ， 就 得 到 无 密 
B So MAREM S 小 於 一 个 正方 形 的 面 
BU АЙЛУ ИНАНУ РАН ОР) 包含 在 它 的 内 
部 。 数 3 的 集合 的 上 确 异 对 做 区 域 ` 忆 ?的 内 面积 。 
我 们 把 它 记 作 a， 同 理 (5+5) 135 ТИК R. 

EM 81 有 一 个 下 矿 春 ， 它 叫做 了 区域 СР) 的 外 面积 用 4 
Kico Riko PPB r 来 让 炎 中 的 正方 形 的 这 长 。 现在 我 们 来 玖 时 下 面 庆 个 定理 : (8% 
Ие И 

EE Яг 0, RJS- aS +57 - 4, ВЕД А ЈЕЛЕ БСН МУ 
SHAR MSHS ЕТИ, 

依照 十 确 界 的 定 线 ， 任 何 的 5 < <。 我 们 需要 痘 明 ， 对 於 任何 的 正 数 o FIE f B E 
9 EBRAR r< то Ша-5 < е. ЖЕНЕ, ВЕ e ПЕ, СРЕЗА, 
ШШЕН) 5， 我 们 把 它 记 作 5S， 满足 不 等 式 а- So<e。 В о) Е (5.2 НТМ, ВН 
以 上 一 模 ，C7) 是 -2 的 界线 。 集 合 Co 7) 生 C7 是 没有 公共 莫 的 了 集合 ， 所 以 它们 之 几 的 距 亡 7 
диш ы" < 9 (MER пае 9) RIRE, Зава 50, СЗ, HIEN- B 


DERRER EME „РАБЫ MESON ARRE ry TME <, ВЕ 


ЗСТ 到 COHERE ОСЕННЕЕ РО 的 内 点 ， 就 是 狂 ，CSo) 中 任何 的 点 都 是 
ОВ, АЫ ЕШ, оо 是 CS) 的 一 部 分 [或 者 与 (S) Ш], НЕЕ, 505, 再 由 
4 一 So<e 推出 a—S<e, RENZ. WALARN 8-57-04. 

Ж “S) 是 CS+5") 的 一 部 分 ， 就 是 谣 S.<S+-S”, KERREN a< A, SERS, РИ 


{È 
党 
58 
ў 
Fa 
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КИК ARANE 

КЕНЕШМЕДЕ, RAAR y РУНА НЕ: 若 (S, Е НОРО ТАНЕ 
个 集合 ， ú 是 由 бо НУ СРО ЗУЕВ SE, I CO) ДЕШ 485 С 在 定理 中 
是 一 个 下 方形 )› CHER MAS 有 公共 点 ， ШКО ОЗЕНДЕР) 的 内 点 。 以 后 
RIER EMRE, 

以 上 所 符 的 外 面积 请 内 面积 的 定义 ， 以 及 所 证 明 的 定理 ， 完 全 КСР EER 
合 的 情形 。 各 - 卫 - 没 有 内 点 ， 则 后记 算 作 内 面积 等 扒 沾 。 车 有 内 点 ， 划 在 央 守 的 某 -- 个 。 近 
Po SETTET E PITIS ERRARE A ОПЛОТ Е ОР) ЛАД», АЁ Р`Й) 
ЕЛИ Eo Fi MO EMERGES o веру, ECP ) MEIA Aio 
A REAT RRS LAHR EATE E A. UEH BERIBERI Р о» 
HEE 75 r—0 П, SOP) АА АЛЕ НО О во 

в} НИ, ТЕА ВЕНЕРА, "УВЕ: ж==у(,у=#т}, Мун 
FG) ВАТ т) ДИЙЛ, ИЕШУ ар НН, НЕА 
ERAJ Tina ПА ИЗВНЕ УД УКИ о 

ӘРИНИ SHAR PORA RES ЫШ ЕНЕ, MEA а=д, ЕН 


ии: = s 


ШЕП К ПВА о ЗЕЕ, а їй 4 的 公共 值 中 做 尊 个 区 域 的 面积 。 抽 前 一 段 中 的 定理 四 接 推 
出 下 而 过 个 定理 。 

定理 启 成 (PF- 可 求 面积 的 必 变 日 友 分 人 条件 是 ， 党 70 EE, Mhi (P` 
ВАЛЕРА o 

这 储 定 理 中 的 面积 和 用 我 们 以 前 的 记 法 就 是 5', Pi TF ЖЖ ЯВНОЕ, 
可 求 面积 性 相 党 於 5 S+S 具有 共同 的 极限 。 

这 个 定理 可 以 摸 个 说 法 : СРО 的 可 求 面 称 性 的 必要 于 元 分 条件 是 看 粮 《 НАНОСЯ 

50 ` 

РОКИ: ВЕНЕЦИИ ЗР) КЛ, REREHEE 
Но ИША ШИШЕ AU FAH. 

Н ПАТО РИИ ¿( SR ) [ЙД БАН (РОЛУ ИПИ НАНО Р н 
《Ps。)。 刘 就 指出 CP, ВСР. НУР СРЕДА, ШШЕ Со Д ЕНЕН, СР ВСР. 
是 可 求 面 横 的 ， 茧 且 它 站 的 面积 和 等 认 СР) 的 面积 ， 芝 样 CP) 分 圳 任何 有 限 多 个 区 域 时 ， 
首 仍 然 是 正确 的 。 反 之 ， 若 由 有 限 多 个 没有 公共 内 点 的 可 求 面积 的 并 区 域 《或 集合 ) (Ру) 
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wu iii -一 一 = а 


ЖЕ [50 HS Tad СРУ лево)» РЕНИ ВА АН СВАИ ДИ; 
[ШАП ОЗЕРЕ, СР вернее Но 若 可 求 面积 的 敬 域 ( ВЕ ) 
(Q ж ошаш С) ОНУ, ЛЕНЕ, COO 的 任何 点 部 国府 СО), 
RJ CO ИЛИ = О: НУ ЛИИ ЕЕН[ ЛДЫ, ERDE K PI ен е 

УЯ вре РЕ ОВА, Д ЕА ПЛЕ ЗК 
分 的 。 

HERP ДА А7 ЕД EE: CO ИИ], ВНЖ CO ЛЕВИНА ТЕЕ ME 
А з МЕНЕ СЯ АННУ A E r Е роуа ‹ TTE СА ЯТАК 
ВЕ: y= ЖЫ r EE ЗН Саз ERKE, y Ce EE ҺАЙ REE E НН 
PRERE, МАЛЕ © Bp feta ИЗ д, 使 得 只 要 zx HE а ү abo pN 1 >z" | 


<9, Са уа росс S ОИ, ФЕРМУ ОА 


a P PEENED TERSA Е, МА asbh) ЕЕ a= xr хт е TPR Фар 


b, Е В Ира аар) А Г, iiet (æ= a) ЕҢ (ф— аур) нЕ ~ 
(8482: HERRIE smga ВЕ зер ИН-Т НЧ зел <, 可 以 
HAE s TEME] Садә) у(х) маре ok PE ЕА Ceg 7) 
ER; EDI РМА а) . ов ВЕ ВАН У=У 的 最 低 点 具有 有 公共 点 的 正方 形 下 


Hinn НИБ Ре ”正方形 的 过 长 ) ВОН К НИТ АНЛАУ НЕЗ 
Беле ШИИ ЖН СЛ) ВАНИЕ z= 二 zx_1 至 z= 二 zk 过 一 多 上 的 企 方 形 的 


高 的 和 小 办 一 sp 一 +? > ВОТ, Ж P: Е с, wirst —— › Yi 
些 正方 形 的 面 各 和 就 之 -, -一 бк о H k=1 81] Кееп ЖЕ, АН, ВА СА) 


О o HR BER Em ER СО) TRS 
"Бо KEJAR p BIDRI E =Y у) ПУНИ, НИ О у) aii, Cosa 
BERR ERAK А АВГ ERARA уе aR 
z= (Суў, Hp pC) BR Cy) TESE АОВ ЕДЕН, ВЕЩЬ 
SEERE РАР НЕНА, ЗАС РАНЕН KRE А БОННЕ 
别 法 。 
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定理 ”湖区 成 (或 集合 ) (P) RR |, 


ВЕН, ШІ СРУ 是 可 求 面积 的 。 |1111, E 
Wi ü ERRAZ 
HPJ КЕШЕҢ, нам И СТРА 
> 
区 域 分 需 有 限 多 个 部 分 区 域 ， 而 用 简 埋 曲 14—744 
А РА ИЛ 
С С БЕЛИПИ ИШТЕШЕ ) ， НН 
ЕЙ ||| 
ЖЕШИЛИП E Е 86) ЕЕЕ. | 
ВЫ EE ДЕНЕА НЕРОН 565-5 
| ии: X 
积 的 集合 分 需 有 限 多 个 可 求 面积 的 郭 分 集 0 TEL 
合 陡 成 立 。 Я 82 
р 
RESH ТЕ ЕЖЕ F, ER {Саа WAAR у= 402), ОХЕ IN 
ч 


К ха, = СОЧИ ШЕНИЕ raD. 

92 „ВАЛИ ӨШИ НЕ РЕ ВИС 内 面积 及 外 面 税 ) 的 定义 赛 密 的 过 ЖЕЛЕЛЕП) 
Е, AEREA ETITA MED ЛЕ НКР АЈ o БАНЕ ВНУ, 
АЕА Б E Е, ЕР E BERRET 、 因 篇 我 们 要 用 
邑 外 的 正 万 形 移 来 分 割 (P2。 举 标 煌 逆 迎 叶 方向 转 一 个 角度 у у, ИЯГЕ Ж РЕЛЕП 
ЖОР ) 鲁 原点 转 了 一 个 角度 6 一 9>。 ИИ, ИЕ СР) 将 个 的 站 平面 上 移动 时 з ТАВ 
BAR IRMA ERARE PERGE > EUREEN o ШЕШ 
То 

ЗАРЕ АНА ЛЕ ШШ ЯСИЙ 
日 使 меенин MRR pA ИГЕРТУ АБАЗ ЗЕЯ o зыны, rh ， 所 有 
的 点 ， 亿 括 它们 的 界 妹 他 点 ， 部 是 PD) 的 内 点 六 那些 区 域 的 面积 和 ， 我 们 记 作 У „© 
中 ， 民 <P 了 ;起 是 它 的 界 如 和 站 至 少 有 一 个 公共 点 的 那些 际 域 的 面 各 和， 我 们 记 作 V ЗВ 
By, fi 4—0, Hj У ру PRADE» m 之 十 > 趋向 РУНИ 
这 全 定理 的 意义 在 人 挫 ， 瘟 计 婉 门面 积 负 外 面积 阵 ， 我 们 可 以 在 94-20 的 条件 下 利用 任何 
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AE AEPS ERA KERIT ТЕНЬ 

ЗИГЕР, WERTEN HRT ЕГИ S>>c 一 *， 其 中 * 是 给 定 的 
正 数 。 裔 E CP) 的 界 粮 划 CS) 的 界 粮 的 距 此 [大 考 901。 若 取 440-0, RCO 具有 А 
EER Са) 位於 CPD DRR MER AOO С-В, REEN ED а-а, 
RERPEKÆH HE Тао RRE WENG ИЕ 07 是 СХ) RRAC 的 
ИНАЯ, MERA r =40 WESPA. НЕРОВНО CS 具有 公共 点 的 正方 Ж 
ЖН (PD 的 办 点 租 成 的 ， 就 是 说 “SS <a ШИ а-га 以 及 * 的 任意 性 ， 推 如 
3 -> ао [ЕРГЕ ЕП, 5 94-20 ER, X + "А. 

ТЕШ, НЕЕ ИЧ НА, RER ЕЯ ИНЬ А 由 所 
EIES РИНЕН > МЕРЕ НЕА PAARE E 的 正方 形 的 
Ж, ИО НЫ о ЕВРЕИ НИНЕ АНИ 
МНЯ, ШЫНДЫК, БИНДЕ АЗА ДЫТ ЕКШИН 的 正方 形 的 面积 是 否 等 REDE 
长 的 平方 ， 因 需 芷 度量 面 积 的 基本 理论 中 设 定 了 进 平 行 难 业 标 灿 的 正方 形 的 面积 ОЙУП 
泪 长 的 平方 。 如 果 我 们 伍 明 了 任何 正方 形 的 面 棱 守 於 它 的 进 肛 的 平方 MERI ENE, 
我 们 可 以 肯定 ， 可 求 面积 性 以 及 面积 的 大 小 与 MA ARREN EIA 
A 

#55, IHT TEDER HARET 

定理 тт. PITIRAA ED EASE CEERI ЯСИА, 

Тї ЖАТЫН, (ЕЕ MARK SS EDS RE EHE RRM 
Що RCO ERAGITE BRB >，(9 ЕЛЕ о ЗИМНИЕ 
来 记 它 们 的 面积 ， АКИ == s。 利 用 平行 移动 时 ， 面 各 不 改 向 ， 我 人 可 以 把 Са) 平行 移动 到 
任何 的 过 长 需 r MESEI REES WPNE EDER HANTER r 
的 正方 形 ， 比 -是 相同 的 。 现 在 我 们 在 平面 上 作 以 陈 黑 起 心 的 像 似 型 换 ， 使 得 所 有 的 
由 麻 点 作出 的 向 量 宇 径 之 长 都 乘 以 某 一 个 正 数 ko ERRER Саг, у) SEERE (kz， 
ky) 的 点 [351。 运 时 所 有 的 籽 长 度 都 于 了 信 。 渴 平行 扒 烛 的 任何 正方 形 役 至 成 这 樟 的 ТЕ 
ДЖ» ЖЕНАТ k 佑 。 册 此 推 知 ， 过 时 面积 ( 内 面积 与 外 面积 ) У k {де ЖШ 
ЕЙ ИШЕНЕ, CRORES E RARE (#7 BL C D, HA ЖШ 


по = х = жо я 


H (g) 193 Сг) ВЕРНОЕ, НСО’) RARE Cq.) Ж: g =k", № g =k RE 


“= = s, (30, ЖЕРЙН k, ДГ ЕЕ ЛЕ Со REM REWE E 


如 此 我 们 看 出 ,党 平 面 作 一 定 的 旋 塌 时， 对 人 座 所 有 的 原始 的 正方 形 -7)， 比 -一 一 s BAH 
НУ. RARR: s=1 ЯВЛЕНИЕ tyr Li ЛУТ 
MLA ДАВНО AE. meei ДИТ» IEA ERTA E EE-E s” IRIARTE 
PI IED д НД у 2 388, ARAE: По АОЛ АУЛИЕ Н: › (81 15 
WCAC ДАТИ РИО, ЕДА =l Ао 

95. И ЕЕЕ Ноя) БИЕ ЕШ Н, ШШЕ» APEE 
ERRARE, УНКВД А НЕ СИ п] ЕВЕ Е ЕКЕЛШ ЕЕ 方形 的 地 
位 。 

ТАТ nz 雁 定 下， 可 雇 建立 完全 类 但 的 了 面积 .的 度 景 理 座 。 佐 一 定 顺 序 排列 的 п 
ВЫ (т. зо, az ШАК АУЛИИ IRIRE 21 zs za) BL у, узуп [Н] 
ВВЕ ВЕ АЖ: 


ЕЖА, 


п 
> (Z; Ба a.) = e 


$ =} 


ЙЧ ШЕ ШМ Cai за», зан) LETEN Ж, КЕНО, a sir <t, 
(s=z1)3,= n) RIRE Té В; —as=r КР ШИ г Да, ЗИМЕ” 是 
ЗОНУ о ЛЕЕВ) НЕЛЕ ОД [ЖАПЛАН РУ) п ЖЕН, ЧЕ НЕ 
БВК ДНЕ НОГАА ВНУТ НО A e HERR RT a S (ИШЕ © 或 集合 ) 是 可 度 最 
的 《在 在 面 情形 一 一 可 求 面积 的 >。 ERNEK EE n НЕЧА EEREN o ТЕ п ЕЕ 
EP, ЕРИ ААК ОЕ: as mr На, (5—1,2,----,п) , ВЕРА 的 证 P 由 
ПЕК ЕЕ. CRITERI E. EG ПТ Ika 8 aK А 25585 
Tko 


ВЕ ШЇ? y НИЗА RA ТАКА Я АИ 095 


GME RITIT АНУ» БЕНИН ZE РЕЯ ТЕ п ДН] 
i> ИНЕТЕ z = 7 40 АСОЕВ 2 IEP ys 是 一 次 ZAR, 
FROU REP ИЗЛЕ п ЖЕЛЕНИ] йй п ЧОРДА АПТЕ ЛДЕН, 
ЖАРАНДА ОДНУ ЕРА ТЫШЕЧ Кө EE {п==1 е, BEETA К, БИТКИ 
ARARA ЗУ ДААТ ИШЕГЕ n Е ЕНШЕ, ЖИЕ 
空 关中 有 一 个 昌 而 ， 它 有 显示 方程 sgy IEP уб, у) 在 平面 ХУ 的 革 一 个 有 界 阴 
Mik FENS Аа ПВ ИСЕ E о (ВРЕ [91] 中 一 样 ， 容 易 作 趾 莘 军 曲面 的 
НИ» ДАННЫЕ ЫЙ ДЕР НЕНСИ 

94. Ж ЕНЕ 建立 了 面 秆 的 概念 ， 我 个 来 湾 二 币 积 分 的 理论。 过 欢 的 至 部 理由 对 从 
HRDIR ESRI ENA EBATE E Te S+ ИРЕР 
AGIRE 1 гра A НИЛА АИИС, 

ие Со) Е.Е A ИИА, ГОО ЛЕНУ, ЧЕРВЬ со 的 所 有 
НЗ E ERER EOOD RA 08 ар ИТАН Й о, ХАНЬ 0, 5з, пу 像 以 前 一 


э Вод o, ЕНЕОЛИТ БЕ ontot Но, ЖЗНД о.) ИЛИ 


ЫА а PRA ДЕЗ Со, НЫ, 
作出 乘积 之 和 : 


л 
(1) > f (Nr) бу 
k = 


FRIZER ИЗДЕТЕМ, ао MSB MIEREN. БЕМ, fm, 


& f СМЕНЫ. pO EMAR ERER ST FERo ВАЛ (1-1, РТИ ТИ: 


(2) 5 == 2 Mga 


(3) s= > Шоу. 


ЙЧЕТ 1,115 1-4, KEPE: 
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{4) $ = У (М) ву = 5$ 


k = 1 

KATARE, HE Со) 分 开 的 任何 分 法 来 计 ，S 熏 条 在 mo 与 Mo ЕП, tr M Shn 
В УСМ ЭЗЕР] Со) LASIEN БЕРЕР, 

PERADIS, RISES CN ) EEEN. BERR Со 的 ARERI = 
MEA ARARE RERE 120,002), O йада л 19, м9, м9 
F N HEBR oD OPI D нао EREE M 12, м ?, MIM, 

ооо у» ЖИ СУ ) 所 有 的 值 者 是正 的 ， 就 可 以 肯定 
k К k К К К k k 

ШЕ L & S 的 所 有 可 能 的 值 的 下 其 界 。 ВИЧ, 98408 SSL, BERAR 
ВН: 对 於 任何 的 。， 存 在 有 适 样 的 ，， 使 得 只 要 Adn ， 则 S< 工 十 * 。 侠 照 志 的 定义 ， 存 在 
ФБА Со) 分 圳 部 分 区 域 Со’) BAW WERNER E S 的 什 小 
EL, ul S 的 这 个 值 记 作 5” а р ВЫ 
界 狠 的 若 租 成 的 点 的 限 集 合 。 全 照 可 求 面 积 性 的 定义， Co MADRE RERNI 
以 把 (io 包含 在 有 限 多 价 正 方形 之 内 ， 而 计划 些 正方 形 的 而 积 和 小 於 2 和。 鞍 些 正方 形 形 成 
一 个 或 枚 个 区 域 ， 珊 CQo) 是 寿 於 进 些 区 域 的 所 有 的 点 组 成 的 半 集 合 ， 而 Cu) ЖЕ CQ.) 的 界 
$. ВАЖЕН CORO RIKE RAR к= де 
НЕЕ, йн Со) ARERIA 4 С 0. RIERREN, MER ORN 
DREIES —M HARRESA, PAARILE Со >, ЖЕЕ (rw ) 和 5 
EDAREN: 5==5; +5, 其 中 

S= Y Ps; 


S= УЗ т 
| тыш кл 
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BM а) Rop ES OVO EARR Со, 与 Cr DENIER EER o 

任何 一 个 区 域 C7 ТАСС ЕВ Сог) Р, RERE (5, 
和 S ЕЙ Со RR O D RERESIK AR Mpp RERI 51<5'; 根据 
52 BASKLAR o HAFS MERCO, DOR AEAT EEE 
了 3。 於是 推 知 ， 所 有 送 些 际 域 出 现在 形成 (Qo2 的 讲 正 方形 之 内 。 於 是 ，3s < BEE 


ЖЕЛЕ ЩЕП, MER, T о AF r <M RE 


<> 


名 
$2 = У; ч „М5 = 


НД S < ТН, 8 53 ИЕНЕН: E 4<7 Б» SSL 。 我 们 对 
УМЕЙ ШИ НИ У S-* 工 。 由 [1,， 115] 中 的 条 哗 ， 可 以 背 定 ， 对 於 任何 的 有 界 回 数 ， 它 租 
RI HBTS, $ 4-0 时 ， 趋向 ! ， 其 中 ! E s 的 值 的 上 确 界 。 如 些 ， 我们 得 到 
下 面 庆 个 定理 。 

Е. w о Се? 的 直径 中 最 大 的 无 限 减 小 时 ， AMI s BB 5 Ж 确定 的 极限 


Е Е ивы 


гат, WAIS Г 

党 Co) В Сор) BAERE RIRA ТОВЕНЕ, D ERRIRE 
FOUE RRINE E 

95。 可 种 男 数 ” 若 入 区域 ( 集合 C 的 直径 4 中 最 天 的 趋向 等 蛙 ， 和 


k=1 


ИИЙ BJP, ИШИ S CN ) ША Со) 可 稿 的 。 ЖЕБЕНИ САУ С Ж 
б) С) 8 7: 


J є аг = im Ули о 


(<) k=i 


528 н 等 Ш ә H в 


Ва 1,116 791—0, ARR f CN O 可 积 的 必要 日 充分 条件 是 ， 和 s 组 S [КЫШ] Ва 


AC Bi 


РОМ ;一 1， 则 和 (67 炮 等 从 区 域 ( 集合 ) Со) 的 面积 ， 就 是 


Г] и 


© 
利用 休 件 577 и] НИЕ В ЖЕШ БГ 
1. ЕСМ Y EEES (А) Co) БИЙ, Пе 
中 的 完 双 一 楼 。 n 
ОВЕ f CN > 在 防区 域 ( 集合 ) Со) EERE uE RARS. gaei 
的 集合 (Во) MERTER So Sk BREUM НН Г os 中 定理 工 ， 我 们 可 以 把 (mm 
分 需 有 限 多 侦 足 够 小 的 部 分 如 域 ， 使 得 号 CRo) 有 公共 点 的 那些 部 分 区域 的 WISE А 


Baiiia ЗЕНА 1,1167 


gp ЖТ А=М-т о ТЕЦ ЯТАН, SCN- HEREA 


ЖЇН Аха f CN НЕ, +b РУ CR O АО RITE САЛУ КОЛДАНУ 
ИЦ О» EARMA … 类 的 苞 域 。 设 7 是 第 ШЕННЕ Г,» у У) 
在 第 二 类 用 属 域 上 的 违 续 性 ， 我 们 可 以 把 每 一 个 第 一 类 属 域 再 分 得 部 分 区 域 ， 使 行 和 (7 > 中 


对 诡 於 凶 一 个 第 二 类 地 域 中 各 部 分 区 域 的 型 之 和 之 2 2р ° Bip ГОН Я ате 


uy WR BP ИСС. ТЕШ, M -m =M-m= 4 НН 


ы; 


› UHE ЯП OORHEERS- < > ， JEHA ALTO Ce, 
ЕЖ» I илм ЇЇ? ХЕЛИ 52 ВУ Е, АВ, Т,—1<,, [UE КИЕВ 
His [РЕ L=1 › MER, f CON O РОГ» АВ, НХ СМ ) ЙН] ҮА 
ШКА GADHAR SRE НГО УВ] SUQ 

SSON AARSE f ( N ) 的 1 ИЫГЫ ИТ ИЕ 25197996 ИНАЯ Р, 过 个 条件 


T ar —. 
z 
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БЕНИ IE, 

96. ARBER RELL 117 了 中 对 日 积 分 所 作 的 一 樟 ， 我 们 只 简短 的 说 出 可 舟 
AREER, 

I. НСМ ТЕГ ВАННЫЕ Со) LETRE REEERE ACR) 
EEEF СМ) ра» ТНАТЕЕАИНУЕ УРЕ, Нета EE BAS ЖЕ LACARA AAB 
B, ФИРЕБИ MER Ева ВНОСНИ, E Ro 包含 在 一 些 区 域 
的 内 部 ， 诉 使 得 洲 些 蒜 域 的 面积 和 是 充分 的 小 ( 第 一 类 区 起 ) 。 ERR Mah 的 点 ， 
РСМ) ВАЛЕ, ВИДНЫЕ f OV 的 可 积 性 ， 和 C7) ЧЕКЕ А нА, д 
区 域 充分 小 时 ， 它 们 有 隧 意 多 小 的 和 。 对 应 检 第 一 类 区 域 的 项 也 有 微小 的 和 ， 因 需 过 些 区 
城 的 面积 和 是 微小 的 。 基 就 多 明了 新 丽 数 的 可 禹 性 。 再 由 茯 剑 合 CRo MERER E 
RAAN RED ECO 分 篇 部 分 区 域 (上 时， 在 每 一 个 部 分 区 域 上 可 以 我 出 一 点 
N, IGRI УСМ, {ЕЙ CO AGENT TARR ОК 888, 


ПП. ACN aR Го) Рае. RARA (о) ОНА 


ERTRUM 25 изу ees Conds MITEM Ef CN ) 是 可 入 的 ， 


ЖН Со bay ECO AR ZH 
”把 (0) инь, RERO О 再 分 。 BE MESO НТИ, 和 
D РЫ» ERCO PEARED. RESER ПИЙ Cor) RLI ЖЕЙ 

ШЕ, WER BODSON ETR. AACO, AEREE CO AA 

KRE ARREARS MRE RE Me НИ Сор) 的 可 积 性 可 以 推 册 

йт Co) н] Б ТЕ CI,117 1] 中 所 计 的 积分 的 其 除 的 性 轩 : 常 因 子 提 到 积分 号 之 外 ， 可 积 

区 数 的 和 ， 积 册 商 的 可 禹 性 以 及 可 积 画 数 的 超 对 值 的 可 积 性 ， 都 保持 正弘 。 中 值 定理 可 以 

像 对 於 盟 岛 分 一 样 来 如 了 明 [T)95] 。 

可 求 面积 区 域 的 界 食 的 外 面积 麻 当 等 於 堆 ， 所 以 ， 根 据 上 壕 的 第 一 个 性 质 ， ЗРЯ 


is, РА УСА) ERER EAA TEER. 
EE За а МИЛИ а Т 55, БИТИРДИ) — УДЕУ ЕЕ ув] ЧЫ БАНУ 


‚26 5 等 к ЖИ 教 程 


MRE ENHE РО 不 一 定 是 区 域 ). АЕР ЗИП +, S ВА (6) НЫ, ЯР 
篇 有 限 多 个 可 求 面积 的 而 且 没 有 公共 点 的 部 分 集合 ， 站 使 得 它们 的 直径 中 最 大 的 惠 向 震 。 
97. 一 下 条 分 的 让 和 名 法 ”现在 我 们 建立 化 二 重 结 分 的 计算 化 需 两 次 积 修 的 公式 , 先 考 虞 


Ë 

(8) T= quq Tep 2 == С; jag 

ДНЕ CR) ДИ СМ = Се, у СКО R › М, Tii 
这 积分 存在 


(9) || лмё= || fix, у) ахау. 
(А) ЧЁ) 
НН, RAREN Са, DO 中 任何 的 +, 2 
4 
(10) Р (х) = | fæ у) ду (а<х<%) 
АК К: 
b b а 
(11) F (x) dx = | f (x, y) Т] 4х. 
Дне) 
人 存在。 利用 下 列 的 分 点 把 《有 ВТЕ: 
а= 297 214 Tec s.s... < Tai < x, =b 
C= qo < уә С ...... < Yna L Yr = d 


ЗЕЕ CR) 是 界 於 直线 х=}, z=si+i; y=yk, Y= ук+: СЫНЛЕЯН, РИ тур А 
Мк ÆJ s у) CREE Ri EATERS LEJ Ах=з; mtis AYRE Yk+ 
— ук, UPEA 
mik (х, YEMi (СЕ, y) t (Ek) h] 
E уау yk+, 求 积分 ， 就 得 到 
Ук +\ 
m;yà Ук = f Fix, У) ду ж Mi A ye (x,= x = 4+1), 
Ук 


其 中 Сук, ук) Ж Co, Ф) 的 一 部 分 ， ВАНО (10) 的 存在 性 ， 上 面 富 的 积分 存在 TD 
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117], ЖЕЛАЛА, 881: 
m— 1 т — 1 


> Miky = Í Jf (x, y) dy = У, М.к уь 
k 0 


К Са, вун) ЖЗ: 


т —1 ф а 7—1 
д ^у. Ал; < 7. m y`dy ] ах = 60 2 Ноу Ах; 


ЕАК С 11) КИТТЕК, ERARE, BKET SARM: AQ: 


K Бына, n—i m—]1 
` $ manana f [ fre nasas У У Мед уб, 
кеке tos N = Q 


Ж, RA ЛОРА ЖЕ (Во) ШИК, IRE ARERR BEERA 
RASAMI 9 ， 台 就 引出 了 我 们 所 要 的 公式 : 


t 4 
(12) J ] =,» 4х4у= f | [ук » ау ах, 


(R) 


TT AKIM (115 MEE, HAS O2 R ИШТИ ЕЕ Ж, 
tE, Mo СИ) FEARR EA (10) 存在 。 £ JON ) EREE CR) Канн 
ў, НЕА (9) № (10) RAFTE ( [95] S [1,116] )o ЖЕ, 我 们 知道 [80], 公式 (10) 
给 出 2 的 违 炉 夯 数 ， 欠 是 推 央 ， 积 分 (11) UPE. RERE СРН НЕ ENS y= 二 y Ca) 
а y=p (+) ДР =a S x = b СИН (о) (图 85 股 二 重 积分 


(13) J Јода f fre у) ах ay, 
°) (ә) 

HRI 

е, (2) 
14) Е (х) = | Jf (x. y) dy 

Ф, (2) 
АРС 

| b b ф,(т) 
(15) {годах = [| лоу |а 
G © Ф. (г) M 


332 高 шй н F 


ATE. RE СК) 是 由 直入 (8) НИЕ, ВВЕРХ с Sa d Bp, Ес, Ба 
的 > › RIA ст, (=) [йа >» (z) > Ш 
ЖЕЗ ， 使 得 (о) СК) 的 一 部 分 в fE CR) 
ЕАГИ ВНЕ f СУ = fi СЕ, у) э 

使 得 在 区 域 Co) 的 点 上 ES ГСМ, ТЕ 
СА) А Со) ИЛ КЕРА» ВН У 
=p (ri y—=g (2) 把 、 КД: 

С 以 及 rit Со) 上 下 的 区 域 CID A (1) 
(图 35 )。 画 数 户 СУ) Со) 是 可 积 的 ， 

АЕ ВВ УСМ) Ж > ийт (1) ВАСІ) D 
是 可 积 的 、 办 篇 在 道 些 区 域 的 内 点 , EFR 


o 
REHM у СУ) # (В) 是 可 积 的 ея 
С951 % В 
(16) $9 АСМ) = (| {лу ydo, 
CR > 

ЫШ, NAEM Ca, b) 中 任何 的 =， 积分 (15) 与 下 面 道 积分 都 存在 

Ф (T) 
(17) ro- [ле y)dy= | 70. у) 4 

Ф, (2) 


РЕЗКИ f CN TIARD, ВН (16) 与 (17) ， 革 个 公式 就 给 出 化 沿 Со) 的 
二 重 积分 需 两 次 积分 的 公式 : 
b (<) 


(18) | ve у) dx dy = [| f О ау |ах, 


а pío) 
指 到 证 个 精 葵 星 ， 我 们 假定 了 积分 (157，[14) ВА ODETE. Hi fer, УЗ EARE Со) us 
8, HELA 86, EDOD WL (14) HE. kót В (30), ZK С1+) 确定 一 个 > НЕ 
аа, 於是 推 知 积分 (15) UPE. AARU: TARBE TERIA АЛОЈА 
Хе 
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98. 守重 积分 ”所 有 在 [94] 8496] 中 所 纺 的 可 以 直接 推广 到 п ЖАШНЫ» БА 
界 酌 数 窜 有 界 的 可 度量 的 п 维 史 域 的 积分 的 概念 ， 上 上述 的 可 积 性 的 人 条件 ， 以 及 柜 分 的 通常 
ЕЕ. ВА [97] ТЖВ. BA n EADE п IRURA. iiS AAN 
Ak H. ВОНИ EEI АУ ERPAT RIN Ах 22, 
е ул) 在 一 个 п ЫН RE RP ma P, LERARO’ = REIP БУЕ 
ЕЕ : (х.ж) ВМ оп 11 НЕНУЕ а 的 区 城 СОН: 的 内 点 
ЖН z, WETEA 

Y aTr, Te 696601) Tn аба) дз, t, Eni), 

uh узж romanni) Ё® уз zaya) {Е Quo 0 БЕНЕН, A n ARA 
РЕНА z, 的 积分 以 及 但 CQ, 8) (п- 1) 重税 分 。 


(19) [ИКИ re, Xn хы)@Ххү...@Ху == 
(F) 


平 9 (к, TLT Eal 


-f ff] f оля za) ах, | 4х...4х„-ъ 
(Q, 1 c (mi, "Я. 1 
н БААТАР В. ВЕ п АЛАВ А.) ， 由 下 列 的 不 等 式 来 确定 : 
(20) a,<a<b, аз 266, саа б 


fL š 


С ira LAL ER АНА КАЙ: 


| bi Do 一: b, 
f f fro, = Xn) dx. dxn = f zx... f ахь | Flen ET Xn) 7 
(8) е, Qn а 


aip ЗРЕНИЕ, ЗНАНА К {АШТЫ НАЈК, 
И АНУ А, [ТЕЛ ЖАУА ЛА. ВОН us i", 
а ее узу ЭЖЕ Cri peppery т: 
(21) Ti Су, En) 1,2,6) 
E TERR R E EE RRA Ao 
RAMEKA 21) MRTN: 


334 E Ея R 


ОФ dps д 
дх, dx, дх. 
бе дә бй 
(22) D=| дә dx дх.. 
д Фа, 9% 
Өзү x. дх, 


换 元 公式 就 有 下 面 的 形状 : 
(23) Г] u free 
ш. Ф", 


ЕСЙ СЕ O ШЛУ УШЕШ НЕ Po 的 不 等 式 得 来 的 HAAREN OD 
KBR rio EBAR (05) 时 所 需要 的 休 件 与 在 [77] ЗНА ЕТ СВ. БЕ п 
Н БЕА НАДИР ВИНЕ, ВЕЗИРА ВЕ HB 

99. 例 1. Ви: | 

х1=(); х.=0;: +з; Tn=0: дул, =a (а 20) 

ЙН n ЕАО Ca +O ИНГЕ КОНЕ 
(24) _ зб; 1,220; =; EnO; Titar t elna, 
党 n=5 К ШЕЛ Ц а у Раа 之 关 的 普通 的 四 面体 。 引用 新 的 ЖЩ, 
5: 
а(т. 十 … +.) 


f F 
a ha m ee a mm 
TI 十 Ze 十 十 an › 


r ч 
т! a Tg tte НТ). .... T! ы 
>з р РР ай aa a a °, о. 
Ta + EE) + En Tual F Dy 


由 此 推 知 ; 
Ti 二 T=T1 90205-02) = Z| m; 
n=} 


а(х, +. + rp) = XZ E Tl: „ез а En == X Xg Tn 


FZ, ВЖЕ ВЕНУ В: 
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== i EE w 一 z 


т -amr ra  —_ eam CT. mmm си-.=®ж -— = = 


x T la — Tz’) ‚ 7. 5 (а — 3 у 
і `+ ту 
($ (T 
€ a тт k - T : | ааа d 
工 ，1 一 1 св Кш H т, = 41 —— L; 
(2 (£ 
ПВ АДИ ЕНЕН, Cn+ 1) ШЖ (24) L n ЧЕ: 
(25) (27 а: О 25 а; к 02,7 а 


3. 确 定 以 原点 需 心 ， БРУНЬКИ НЫНЕ САДО, ВИВАТ ЕКЕ: 
(26) "XT 

若 作 具有 了 像 但 傈 数 大 的 像 伺 缀 换 ， 则 任何 方 体 的 容积 滋 了 如 倍 ， 而 全 径 > 乘 了 大 K, ШШ 
次 接 推 知 ， 只 是 ИЛЕ ЕЛ ЖИНЛЕ on 应 当 具 有 下 面 的 形状 

(27) v= Q r, 

其 中 С„ 是 个 常数 ， 它 因 n HANERE o ARPM r WERCO, Шз <26) 看 
出 ， 得 到 一 个 in 一 1 ЖК ， 它 的 千 径 的 平方 等 答 Ск х2) „ В (97) ВИНЕ 


1-1 š 
就 是 Cu. (r sr * a АХ, BQ х, Бат, 之 团 的 球 的 一 部 分 就 有 量度 


Cni r* =r] Sn в“ 由 此 推出 下 面 刘 个 vn ЗЕНА: 


n—1 
Orn = Crt” = Cp. еа PA 
ШЛИ z i =rcosp, ВИТЕ) Си S Си—1Ҥ И: 
| 3 
(28) Giese а | sinodo = 2С„.. f зш ode, 
0 0 
PREAL, 100) 
С | ( 3) 
n БИНДЕ. п дф ны Шш) ы п 
ы п Д АЙШЕ ри {аф nln аг. 5 


27 
Н m. “еде 03-2 
пе (зи пар 21059. 372, 
0 
在 (28) 中 用 п) ЖЕМЕ RIEN: 


Cani = 2С з sin” ур 
0 в 
由 所 寓 的 等 式 推 出 ， 对 区 任何 的 彭 数 二 : 
7E 


(29) С=О, 327, 
7% 


KERMAN: Cer, C=- ro MEAR), НЕ: 


їп EAN O, 一 一 7 


Etn ERR C = (а 55-17 


БИЖ ҥш 


100 向 量 加 沽 法 ”过 一 章 专 致力 蕉 向 量 分 析 的 讨论 。 现 在 有 很 多 
向 量 分 析 的 专门 数 材 ， 我 们 在 过 右 不 欧普 凶 ， 只 议 典 以 上 所 讨论 的 材 
料 有 直接 连 紧 的 以 及 篇 以 后 讨论 芽 学 物理 所 必要 的 基础 的 概念 与 事 
Ж; АН ЕАО R6. 
| ТЕ ИН ДЫН, ЧЕШИ ИИБИ — ВЕ. 

КЕ, {йн йн) 大 小 就 完全 表现 出 来 的 
М, ПРИЗ. 

Бш, ЛЕ, ЕЕ — АОН НЕН EE 
BKE, РРР т ря, ЕР. WE, ВЕ. SPERE. 

ЕШ ЖЕ РИ, РЕЖЕ. Е НАКЕ, Н 
道 度量 速度 的 大 小 的 数 是 不 链 的 ， 还 有 必要 ， 要 串 明 它 的 方向 。 确 定 
速度 可 以 用 向 量 ， 就 是 一 个 稳 段 ， 在 答 定 的 尺度 下 ， 它 的 长 度 等 於 速 
底 的 大 小 ， 而 方向 与 速度 的 方向 相同 。 如 此 ， 向 量 由 它 的 长 度 与 方向 
完全 确定 。 力 、 加 速度 、 衢 力也 是 向 量 。 

回 到 灼 物 体 的 例 。 过 物体 在 每 一 点 的 温度 由 众 定 的 散 来 表现 ， 或 
者 说 , 它 的 温度 是 过 有 物体 所 估 有 的 空间 中 的 题 的 夯 数 。 在 空间 作 好 直角 
坐标 系 XYZ RATAR Е НЕС, у, ВЕК ЗЕ 
ЕЕ Иа ОС |. ВВ АВЕ НИЯ, 

ДЕ НН —{[Ш ЖЕЛЕ ДЕЛУ — 8 ТАБЕ, WRA 
量 场 。 例 如 电磁 场 ， 在 每 一 点 有 健 定 的 电力 与 磁力 。 

在 某 些 情形 下 , ЖЕЛ БРО ДЫН ИЕН, ДЕЛЕЛ] бй Пар БЕТА 
ЕВ. ЖЕНЕТ. ВИЧЕ ЕТЕ. TA, UER 

(337) 
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们 用 的 主要 是 昌 由 向 量 ， 训 是 放置 向 量 的 是 可 以 在 任 А „ PH 
久 ， 若 琴 个 向 量 的 大 小 (长 度 ) 相 等 而 方向 相同 上 时， 就 算 作 筷 个 相等 。 
以 和 后 我 们 用 粗 体 字 А, B,… зав, ЭШЕМӘ А 18 | --- 
来 对 它们 的 有 长度 ， 用 普通 的 抄本 学 母 来 台数 量 。 
НН А,В, C。 由 某 一 点 ofo А, ВЕРЖИ 
‚ ШВ, вещие С. 以 第 一 个 向 量 的 起 点 骗 起 点 ， 以 第 
末 个 向 量 的 端点 仍 端 点 的 向 量 ， 岂 做 所 答 的 向 量 之 和 : 
5 =А-+-В+С 
向 量 的 和 具有 普通 和 的 基本 性 捍 ， 束 第 由 下 列 公式 所 麦 巡 的 交换 
性 质 和 与 结合 性 览 《 图 84 ) 
А+В=В+А: A+(B+C)=CA+B;+ C 
若 由 向 量 4 的 端点 作 一 个 向 量 C, K| mt C Si g: B 的 大 小 相 
等 方向 相反 ， 则 以 向 重 А 的 起 点 篇 起 点 ДАВ C 的 端点 需 端 点 的 
向 量 М, ЦАЙ АВ СЕ (835): : 


й 


С СН РР У И НИ С СТ UU l... 


A SEA IH, зе BJ E ВВА 
B + M = À 

与 向 量 М 大 小 相等 方向 相 反 的 向 量 一 般 记 作 СМ) „ ЖЕ, м 

ш ANB Z% AR СВУ, MWE 
А+ (-B) = А-В. 

ЖЖ ЕЕН, ИЕ ВН] a НУ Я ВЕНЕ, 9 ВИТЕ 
ЗАКИ ИЕН, НЕРЖ 

[Jar ЖП ВУ РЕН ЖЕ 71 ARRE 6 АКЕН. РИ, AAN 
ДЕ UI [ИЖ И, ЗВЕРЕВ Н ЕЕ Е gp rH РГГУ БЕКТЕ АП 
А92, ЖЗИ MaE ИЛЕ B] — Ж ВЕ ТА АН ИОНУ 
Ло 

РЕБ, РАНЕЕ, 6006—18 [и НЕН и Ba ë — ЧЕН] БЕН АЕ НЕ 
f, MWER ЖШ ЕАМ ЗВЕНЕ, ИШ ВТ ЖЕН] 
ЖИ Учу. о 

А+В+С-0 
特别 是 ， 显 然 
А+ (—A)=0 

Дж, НЮ Лл, АПЕЛ Не 
ЕЕ НУР К, ЗЕЛЕНИ, ВУ Mo 

101 .向 最 乘 以 数量 . 向 量 的 共 面 性 ЖН) А 8—1 Ska, 所 
ЕЙ сА 或 Aa 是 一 个 向 量 ,大 小 等 於 |a 14) HAB, а 0 
与 4 相同 , aC 0 时 与 相反。 在 。=0 的 情形 , RA А ВЮ. 


340 高 = эж E 


mit, EAN BENNE, KAAKA, We 
HEES WRA: 
B = nA, 


设 n= — š ,可 以 写成 比较 名称 的 形状 : 


аА + bB = 0 

肥 之 ， 由 上面 视 的 半天 保 式 可 以 推出 向 量 肌 #8 BB 的 方向 相 辐 或 
相反 。 

RERA EENE 态 Я В, ТПУ АЈ Ш 
АН БЕВ. WWA- О | ЕТКЕ 
ВУ In 85 8 SR (86). за REEERE E 
个 平面， рн ANB, Н 
АКН НЕ m А 以 及 nB, Ж ү т В 
n 是 任意 的 数值 ， 阔 且 根 据 加 法 法 则 ， 也 和 平 
ЕАН Я 


С = тА + aB. 

Z, EETRI ЕНД ЕШ ШИШ Ж C , АЖ яс m A+ nB 的 
НХ. REKEM., ЕШ O 作出 这 个 向 量 ， 使 得 它 恰 好 是 一 
Р-Я р: 03838 9, БЕУ ЕЈ АВ, E 
面 窟 的 基 傈 式 可 以 写成 比较 对 称 的 形状 : 

aA + bB + cC = 0 
ЕЕ НАЕ ЕЕ, аа in УТКА) РН 
ж. АЖ В БАШЕН, ав А, В 与 任何 向 量 C 是 共 面 
的 ， 和 时 在 上 面 的 关 傈 式 中 需要 算 作 c 一 0。 | 
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102 . 疝 量 沿 三 个 不 共 面 的 问 量 的 分 解法 ”现在 设 有 三 个 不 共 面 的 
па А, В 与 Co 任何 向 量 可 以 作坊 一 
个 平行 六 面 笨 的 对 有 角 梨 ， 而 运 平行 六 
ПН ЗНАЕМ А, В С, 如 
此 ， 任 何 一 个 辐 基 可 以 通 过 二 个 不 共 
面 的 向 量 来 表 汀 《图 87 ) : 

D = >À + xB + pC 

H jesu, ТЕЧ Гар 8527 [5 4F 

ЕВ ГОРУ: 
оА + bB + cC + ар = 0 

车 前 三 个 向 量 共 面 ， 基 只 需要 算 作 4 二 0。 

上 述 一 个 向 量 洛 三 个 不 共 面 的 向 量 的 分 解法 特别 重要 的 特殊 情 
Ж, НЕЕ АА ХУЙ, ИЕ А, В САБАК 
GB ВЕНУ m ERAH НЕЕ), ПЕЕ НАТ ОХ. ОУ, ОМИ 
о ЕН РЕЖ 8, НЕ, j. k. 

任何 向 量 4 ARRE Fm REAR: 

(1) А = mi + nj + pk 

EREET Арн А, ДИ m, п В р 给 出 它 的 端点 的 华 标 ， 它 

ЇЧ ЖЕ аа 和 4 在 坐标 办 上 的 投影 。 以 合 我 们 把 证 些 投影 各 记 作 Ar, 

4yr，4-， 叫 做 向 量 和 4 沿 坐 标 轴 的 分 量 或 支 量 。 郑 时 ， 以 上 的 关 保 式 

可 以 高 成 下 面 的 形状 : 

(2) А = 4i+ Ау А.К 

E п ВЕНЕ АА, Ян] A ТЕзЕ АЈ ERER 

А, =! А |соѕ (п, А) 

Ви, EERI SS daj БАТА АИА 5 a А Е НЕ =<. 


= 


—— T анны 
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А„=— А | [соѕ(п. X cosl А, X) +соѕ(л, Y )соѕ(А, Y) 
+соѕ (п, 2)соз СА, 2) |= 4, cos (п, X) +4, cos (п, )+ А, соз(п,2). 
SERME, MACMA ВУАН J СЕНЯ ЖЕН Бе ЕТК 
各 部 分 投影 之 和 ) 。 
103. EA ”所 谓 两 个 量 铝 4 与 了 的 数量 积 是 一 个 数量 тм 
大 小 等 於 过 两 个 向 量 的 长 度 和 扯 它 们 的 夹 角 的 全 弦 之 乘积 。 
НЕЕ А.В РЕ, ВТ 
(3) А.В -|А||В|соз (A,B) 
ЕҢ за ERAH H 
A.B-B.A, 
Е, ЗНАЯ. 
车 向 量 АЖ B 交 成 直角 ， 则 显然 
А.В=0. 
FESR K [и] Er 3 18925: 
ера К ЕО, 
车 向 量 AR B øp, А) 
A: B= |AJIBj, 
МНЕ УРАН, H 
A-B=- A| BI. 


特别 是 ， 

(4) А. А-1 А|:-4,2+4,2 + A, 
而 且 

(5) biesje J= +в, 


数量 积 通 介 向 量 的 支 量 汶 表 过 的 方法 如 下 : 
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, А.В= А B cos(A.BD>= |А || В [cosCA.X)cos(B Ху 
+cos( A.Y \cos( B, Y у--созСА ,2) 0508.2) |= 
=| A |cos( A,X) B'cos(B,X)+|Ajcos( A, Y) В cos(B Y+ 
V А cos(A.Z) | В | cos(B ,Z) = A,B,+ AyB,.+ A;B, 


(6) | 


Жай, БЕГАЈ ЕУ ШЕ ТАЗУ РЫ ПЫ Га) ВЕН) 3 С БЛЕЗ ЖИ. 
Е, аз Ну Л: КИДКА ЗЕЕ, РАН, 
ЖКА ЖААЖ HIRE E, ШЕКТЕН АЛХ ЈА Их НДА ВЫ, 
推出 公式 (6) Бу, PAAT ТУЖ j Е БУЮР Bi in 
阁 的 角 的 公式 [102]. 


ARRA, SHREE, SMAR WE FE H BARAR S 
(7) (А+-В).С=А.С+В.С. 
里 际 上 ， 只 要 利用 已 经 推出 的 仇 量 种 的 表 过 式 ， 可 以 写成 : 
(А+В),С=(А,-+В„)С,+( A +B C, + (A+ ВС. 
= (A.C, + AC +AC5+(B,C,+ BC +B.) 
=A.C+B • С. 
ШУА ЕЕЕ H) SE 3896 FJ ZK 
(8) С4,+В,): (А, +B) ~ A А. + А,: B+B А.+В,-Во, 
CREA НЗ ЛЕ bH 46 9k НОТЕ Н 
104.15 2 ШЕН O S| WR A В, ИЕР Я 
Е — 1247р. ВАА ЛЕНУ НИКОВ А О Е 
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个 相反 方向 。 关 两 个 方向 中 有 一 个 具有 下 
述 的 性 ,党 站 在 过 个 方向 来 观 余 时 ,由 向 
量 A BHARA m 的 角度 过 到 向 
ЕВ 的 方向 , 恰 如 站 在 OZ BRA 88 


时 ， 由 OX ЕВ Е Е] ОУ h 


BERMEARI. E 88 上 表示 出 过 
ДАЕ ЕАУ ТАЈ ДЕР БЕ ААД А НЕ 
о 38 

所 谓 向 量 4 АНИ В 的 向 量 稿 是 一 个 向 量 ， JS ER EBR 
个 向 重 作 成 的 平行 四 泪 形 的 面积 ， 方 向 与 上 述 过 平行 四 兆 形 所 在 的 平 
ЗЕЯ 8). 

向 量 А 乘 以 向 量 召 的 向 量 积 普通 用 记号 А «В ЖЕ. KRE 
Е, САР 
(9) [АВ] ям СА, В). 

GAE Е А BJ E НН, ПО Н.В Е ТА О КО АН 
反 的 方向 。 | 

Жин А484 В 的 方向 相同 或 相反 ， 则 它们 的 向 量 积 等 於 老 。 特 
别 是 ， 显 然 


Ах А ~ 0. 
现在 者 碟 向 量 BRANE А MaE. WA, CHAKER А 
ЕЛ В 的 情形 一 样 , 而 方向 则 相反 , НЕЕ А Ж В СН, 
不 是 由 向 量 А Ве, шин В 转 起 ， 准 是 相反 。 如 此 
(10) ВхА-~ – Ах В, | 
HAH, EDEN AJ ЛР, ЖЕЙМ, Ваа ШН 
р. 


РЕ В] к о Е К b дё ыша 


IHRER и, BAB Г: 
(11 i хі=) ху = х (0): jxk=i kxi=j ixj=k. 
л Киа Р- А х В вуза А m В 的 支 ж 的 表 过 
д. НЕ AxB ни А. В АЕ, ТАН 
P,A,+ P.A. +Р.А.=0, F,B.+ PB + P;B.=0. 
我 们 利用 下 述 的 代数 学 中 的 辅助 定理 。 
辅助 定 焉 ”两 个 三 元 玛 次 方程 
ах +by+tcez=0; qwrt+bytcezs=0 
的 解 具 有 下 面 的 形状 
Tb сь у: уе асуу г=Мабһ,—бауу, 
Афу 205388. ЕЛЕНИТЕ АЖ, 
G ЙМ P. BJ ИВ BJ E EER ИЕ НЕО ЖИИ ДЕ EE , 48 
р. 
Р,=(А„В.— А.В»): Р.=^(А.В.- А.В.) Б„=АСА„В„— А,В.) 
其 中 М, aos HHE E о 
а, ОЖ) Л В 8 ВОЇН к, РВСН В а 
等 式 : | 
(12) (a` -+b с? Nait --с1) Caa 66, + сс, 2 
== (bc, СБ, V - (ca, — вс, У + (Gb, — bat, 
ШОБИ, ЕРЕ ОЕ ЕНЕ, AEEY, РЗ РЗ РЗ 是 
РНЕ, WE 
/2[ ( A,B.— A.B, Y+ (4.В. ~ A,B.) + (A.B; — А,В.) 
= 142) В |? sin?( A.B. 


ПЕ, ИН Ар, Шии А Ж В ВЕ O т, RE AxB, 
ЕР. =Ру=Р,=0. 
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一 ee 


З Е КЕЯ А НА, р рл ЕУ Е. 
оГ A3 + 42 АЗ) 82 + В? + В?) (A,B, + AyBy+ A.B у] 
=| AP B зи А, В), 
к, ТЕМ. (4) 88 (6); 
12! АР ВР-| АР| ВС А,В)]=| А?| В? УСА, В). 
由 此 百 接 推出 ， = 1. 

и, Жи A= +1. нЕ Ам B Днем, в 
向 量 А ЕА Е r er, 向量 如 与 基本 向 量 j ве, ЛЖ Н] И 
ны АМ B ЖИВЕЕ НЕЖНЫЕ. М, ПЕ А х В 
ЕДЕ, ЗЕНА ЕЕ ehh R yk S 

i x j= К, 
HRANIREA, B %j 重合 。 

ТЕЖИК ИКЕ РЕ, Зе ВНЕ АНДИН ( 士 1) Ж 
PETAR W LERE, Lai, ЕЧЕИ, O39490 ТШШ 
是 号 有 的 值 。 不 过 形 铬 和 后 我 介 有 : 

А.=1: 4 一 4 一 0:; B.=1: B,=B.=0; P,=1; P,=P,=0, 


Е 


Р,-)(А,В,.–А,В,) 
可 以 得 到 夭 论 /一 十 1， 
iie, RAAS TAMAH A х BELEAK EA: 
(13) AB.— A.B. AB,— 4B; А,В,—А В,. 
ЖЕ ЭЕ Ж ДЕК, METERON RHN Е ВЕНЕ, Ж. 
ж РАО КУК УЛ: 
(14) (А-В)хС=АхС+ВхС. 
УМА С10), НЕЖИН 
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Сх(4+В)=-СхА-Сх В, 
(15) CA + A cB +В.) ~ A х В, + A. х В. +А, х В, + А, х В,, 
过 与 对 基数 量 积 的 公式 《8) 完全 类 7 似 。 
105. Е #8 Ya р) 8 ЯЯ 52, |ë) B) е МЕН пу hr А S Га] Б 4 
N= B х C 的 数量 种 : 
A- (B < С). 
нада B x C =N 的 大 小 等 长 由 向量 B 与 C 作成 的 再 +y pu 2536 
的 面积 。 但 站 
А (ВхС)-=А - №: |А | Мс (А.М), 
РЕНЕА, WERE БЕ 7: ЕЗДУ РОЗАТА | N | Жду А 
н” М и JErB J М esa ЛЕ{т ЩИ E PH Е É) 
至 面 ， ， 数 量 种 4 . (B< C) 表达 由 向 量 4, В CERF. 
НАЯ. СПРАВ E В], ЛЕН, ЖЕ 
量 B,C, 有 4 或 有 4,B,C АНАЈА, ПОЛЕ ПАЈА АЈ, 
其 大 (十 ) 号 ， 带 可 以 像 我 们 以 上 利用 的 这 名 形 钨 的 方法 一 样 溢 有 明 2 。 
БТР РА свиная, JHT 0 В BL С 作成 的 平行 
ЧЕ РЕЛЕ ЭЗЕ [BJP k PB Buz Е Л] Ну Е С Sa A m A R B Ep 
平行 四 演 形 作 底 。 如 此 ， 我 们 得 到 下 面 的 关 傈 式 : 
(16) А: ВхС\~-В,. (Сх А) С. СА х В). 
FEA TEASE MBER F. ЗАН АЈА), W £S FJ ЖОН 
(A.B.C), (B.C. А) 与 (C,A,B) 有 相同 的 定 转 向 。 ЖАН 
ТАВОН ЧИНИЈА ГО НАРАТ СВ х С) КУА 


MEN. Mik MERHER ACBxC НОВОЕ, ЛВС ОЧЕВЕ 
KORRIK, BELERI ERENER U RIHAR, 


1% "с Apr HT | 
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В, заз IS sari BEF, АЛИ БЕ, 
Же, ВИД 
(17) А (ВхС)– В • (А х С), 
者 三 个 向 量 А, ВС Жу, ДРАКА, 就 
х, Fie ay F 
(18) А: (Bx C5>=0. 
is Spa ле = Eje) BL А,В. 与 CC 共 面 的 必 实 且 充 分 休 仁 . 
现在 考虑 ARARE B x С 的 向 量 积 ， 就 是 
0-Ах‹Вх С). 
W SIE D Ҥй Вх C, Nen В, СЕ, 所 以 [101]: 
(19) D =mB +C; 
不 过 DEER А, MA [103] 
A.D=mA. B+nA.:C=0, 
НЯ 
m=4 Å C; п= А • В, 
於是 车 果 
Ах(Вх С)- Р «А + С)В-СА .BCY, 
只 剩 下 要 化 定 比 例 保 数 4. Е, НЕРУ FEBS ААК RPN kB П) 
EEEN- ААА Н АЗЕ R OX НУ УЖ А, ЕҤ ИТ ОЛ 
ИИГЕ» ГЕ, SAB KAS НИЕ, 
Am [A| =a; A,— A,—0, 
FREARS [1041 
D; = А„(В x C) =a(PB,C ,,— B,G;), 
ПШ ЗАРУН [1033 
u(aC,B,— an 0,), 
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Н, 148) и =1 
由 此 求 得 下 面 的 公式 : 
(20) Ax(BxC)=(C. А)В-(А • B)C. 
作乱 各 个 公式 的 推理 . 求 向 量 召 治平 行 扒 以 及 垂直 办 给 定 的 向 置 
А 的 兢 个 方向 的 分 解法 ， 设 在 公式 (20) 中, C-A, ТЕЗ F BIP 
ЖЛА: 


(A. A\B=.A. BYA-Ax(AxB) 


或 
(211 В-В +В". 
其 中 
r AB „._ Ах(АхВ) 
B А.А А В А: А 
ВНЕ, НЕХ, НЫ Б Æra А, ШИ 


В” туа А. 

06.1310, РЕ ТАИТ АНААН), ВА де 
КУРКА КЕШ ТВО 

ЕБ ҮКЕ НИНУ E 89 `, ШЕЕ, 陆 体 的 任何 点 证 有 速度 

©› 它 的 大 小 等 基业 М НВУ РАВНО oo DELUNA R A, 

及 点 M DST. ХЕЕЕ ГРД ЕЕ {УЖА л ШӨ CL) 的 南 何 万 向 中 下定 一 个 ， 
ПВ у ЫЛЕ ГЕ ЛЕЙ» 由 轴 上 任意 一 时 4 ТЕЛА АУ m. ERR- MERE 它 的 
RETR о BRAEMAR О кш ЕЖЕН ИЕП гон AM ЕАУ» 
КЕРРИ Я» ЖИ ТЕРЕ ИНН о REA: 


о = O x r, 


НЕБЕ ох» 的 大 小 等 从 из 
|е јој ід (г,оуў=о,!МА\+»зїпү =w; MP =jəj, 


W Jy ВА o 的 方向 相同 。 


ПАРНЯ 
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—=.2 


ВЕНЫ, ЙӨНЕ ЕВ В ИИ О Ее, TRE- MEER 
上 上 点 的 速度 ， НВА -Mma О ТОСЕ ОКШ mata 
Е o ВНЕ НЕ О, ДЖ, PIORA ЕДД, o WAEN o {АШЕР ЕРЕ 
Ж, ТЕЛШ ДЕЛЕТ. ИПИЕ ERRON EE — ШТ БЕНЕН , SPE EE RE ДЇ. 


向 量 OU 的 向 量 积 。 


|=} 89 Е 90 
Ж зу Пе 09474 M 施用 一 个 力 ， 由 向 量 F ЖЕ, їй 4 ЕН E Wr 


С 90) 

ВЕ F 31035 4 ПВР xr, лз г 是 以 点 M ВЕ, ТД 4 需 端 点 的 向 
Бї, 

Ж А {р Л) F ИТЕЛЕ ПНДЕ Н 4P 。 由 直角 三 角形 А.Р 得 到 ; 

ГАР = r|sm(r, F) |, 
RERS FHH АШ ЛИЕ AKU h E: 
"ИЕ, Е”) | = |F| AP). 

Ш, ЗАЛИЛ А ВНЕ НЕС ЕНА АНН БИЕШ 
BIH НЕ НИКЕ 

В ЕЛШЕ Н, ЖАНИ ЭЛ Pre B ЕР ВЕ, JETE, БАЛА, BERD 
ЕЕ ЕЗЕНГЕ ЕН A тЇ ШЕ ° 

ВСН ЖИН ДӘ» ДЕ a,b,c) 是 点 4 的 坐标 ， Се, y s) 是 点 МОИ, 
向 景 的 支 量 就 是 : | 
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利用 向 量 各 的 支 景 的 对 过 式 [10 和 ， 得 到 下 而 的 力 炬 的 支 量 : 

CD Еу Сане) Ds 

Еее — ПАН АА Я), мула, МН LI MEER TA RRE M 的 向 量 
Но Ж Ох, у, DEEH 用 Сло» yo ao 汪 角 速度 向 量 的 起 点 的 坐标 › МИЯ 
QO; ,0,-.0O: 记 着 向 量 的 支 量 ， 就 得 到 下 面 的 点 М 的 速度 的 支 量 : 

(2-20)0,. — Су-ш)О„: (х-л )O,- C2-Z0 Or Cy-yYo O,- СХ-х)0,, 

开 在 我 们 来 确定 关於 赤 的 向 量 乍 。 识 在 空间 有 某 一 直 禾 A з ЕДИ АУУ m iDo 

Вла F ЛЕН А АЛА ЕЛАН А 上 任何 点 4 BRED ТӨНЕН ЕН 
WU KI. 

РЕЗ РАНУ, РЕНН ДЖИНН ИТИН БЕЛИНА ЧЕН A Е 
ЇЇ е НЙН A fE 028, ЧЕ (0,0, Со ЖЕН ВЕТА Се, у, z) 是 向 量 下 的 起 点 的 
ШЫ арены, РИ A REDET A КЕЛЕ ИИК OZ НХ 
НЫ, PRR ВИА, КЇЛ 

с’. — УР, 
НБ а==0. ЗВАНИИ с, БОЕ, SLES 4 在 轴 А ЕДЕ, 
107 ВЕНУ 6 ВИОЛА БЕ r 的 
长 向 量 AG) 的 情形 。 我 们 在 菜 一 个 雄 定 的 点 放 向 量 的 起 点 一 一 例如 
坐标 原 是 DOD《〈 图 91)。 2: т ШОЕ, 
多 向 量 АС гу ПЕН НС, 地 


M “4 
RIERA г 与 * 十 Ar 时 ， 钦 向量 的 > 
位 置 是 OU RON, 8 MM, ние АГ) 


AG + Ат) – AG. НИЯ ! 
_ AG+ Ат) ~ AG) к 
Ат 


А(с +47) 


Е 91 
НИ MM, 的 向 量 。 当 AT 
— 0 时， 过 个 向 量 的 极限 位 秆 如 果 存 在 的 话 ， 就 表示 成 化 商 


ЖАБЫ АЛЕ ЕНЕН, RER. 


5 т" к : Ж 
352 в жш E и в 


4Асгу ү А(т+ Агу— А (т) 
ЧЕ Ar->0 Ат 
НА, ЗАРЕ ИТА] Не, "БИ А лсйт НН АС ТОЛЕ М 的 切 针 的 


Fio CHRR r, WLES г НН СӘ, y 


РАНЕ, 
把 向 量 AG 沿 三 个 基本 向 量 i，j， 上 分 解 : 
А(т)= А,(т)-+ A DI + А.Е. 
нае 


аА(т) аА (1). dA,(7) 14 г) 
(23) те Е @ УЫН. i 十 р аш j+ Ре 


ЧЁ B. — AREK 


T” Al r) ПАУ. | d "А, гу | дш 7 
(231) dr >= “- Er L T 十 -k . 


MWER ааш КАН Corp uN 
СНК ЕВА РА ВЕ АЈ ЕЛДЕ ЕСА, АЛ БЕ 
Б.Н ВОВСЕ, РУР РАК ЗУ: 


(24) АС г) = J АСА 45 ү а 
о ГАС) BN 2077. вау А(ту. “= Э_ 


сыа г) = 


(24) LIAO) x B = х Вст) + А(т) х - 


其 中 ка ERRER г ВЖЕ, AG) 与 B(z) ЖК. Ж 
ВЧ (24) АВ. ЕВЕ 


АРВ, (+ АКВ) + A() В} 
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一 一 
= 


= 220) в + я-а S p G + Br 二 
+ А, BD yau г). кс ит ие С) еи 


ЖЕН, Рик. Н, ИЕ ЗА 
БИИ ЛЕ „ FAR (24), (0241), (24) P, AEETI 
以 推 册 乘 毯 的 微 疝 存 在 AS 1, 47]。 求 向 量 和 的 征 商 的 普通 法 则 非 
ННЯ. Ж М 河东 一 是 很 CD) EE, ПЕЛА ВАРА r 
了 时间 上 的 画 数 。 求 出 向 量 征 径 对 上 的 徽 商 ， 就 得 到 运 串 的 运动 的 速记 
向 量 。 

dr _ ds ағ 


(25) к= dt dt ds 


SBI ТЕРЕЗЕ s S t, TA Ag CL) 
的 切 狠 方向 。 所 得 到 的 速度 向 量 也 依 屯 其 时 间 ， 拍 求 它 的 微 商 ， 就 得 


到 加 速度 向 量 w= Š , 
л ААО ВЕНЕ s ЕР R, AI r с ORERE 
铺位 向 量 i = r. ЖЖ, ИЕ, ПЕНИ 


方向 。 实 际 上 ， 在 [1，70] В АУ 1 RER, 


TARRE Pa ЗАРЕ ЗО e EE ЕН] —„ ЯН, SZAH xë 
DERELI, 160). М т=з, На ЗЕЕ ЖЕ (22) HEH, Е 
ЛЕВА Га) В. Н) Бе EE ЙЕ ОЗИ — 

108 .数量 场 及 其 梯度 Ел: ЛЕНИН Е А В 25 
出 的 每 一 个 野 有 俊和 定 的 值 ， 吉 要 戚 仅 定 了 到 个 量 的 一 个 场 。 丰 和 给 定 的 
量 是 数量 CHE., ДЕЛ), ВР), ， 则 筷 的 声 旺 做 数量 场 。 在 所 给 的 
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ЖЕ не С, 1), Я ЕЛЕ МЕ Не о 

REEE КЕС ЛУНЕ ПЕНУ, HN ЕЛЕ НАЈ — ii 
ВНК ОСМ) = (х, у,2). 

例如 ， 煞 的 物 能 和 给 出 一 个 温度 的 数量 场 。 在 物体 的 每 一 个 点 М 
温度 UM) FAERIE ERER ARE o 

WHEE, WE — IKE ХЕ НЙН EIRA ДЕН) 
方向 G) СМ 92). ZRAK UM) 在 过 点 M ВЕНЕ GQ) 连接 
Нула ВОЛ М, М. Ж 

UM UM) 
ММ, 

ВО ВЕ BL Bir UCM) 沿 方 向 (2) НУ, ЕНЕР: 
САРАЕ ви 21601) U (M) 


(26) 
M,—+M M — M 


АНОРА ЖЕЛШЩ ЖИЕ UM) 在 点 
M WHA Q) иж, др, аа 
ДЕ М ВОРА, ЛОВИ HH, (m) 
WEED ARR Bj ГА ЕН Т ВУ А3828 ’ 
НЕ ЕЛАЮ N X, У, {РҮН 
RRE M | (L) 

хм) _ UCM) _ | 

(27) Е. X) S 97 


ëU ( M Y, 
д2 


te е GI ,Y + cosl, Z) 


首先 要 提出 ， 作 出 微量 《26) №, АЕ АЛЕНЕ М БАЖ, 
而 引 任 何方 向 的 由 和 绿 《图 92). BRAA (26), АВЕС 
ВК 


ла [n] ш 27 Л Ж 35 SO 355 


„о имо-и@о 
мәм ММ, 
过 个 概 限 显然 与 画 数 СМ) SARE R СТ) LEMI s 的 微 
商 疫 有 什 入 不 同 ， 利 用 求 复 合 画 数 的 徽 商 的 法 则 ， 我 们 可 以 高 成 : 


моим) _ 20м) ах 


(28) Мт Эл 77 


i> М ММ, 


‚ U(M) Чи, UVM) .dz 


03 ds дг ds ` 


8, mj Г1, 160], SF, 90, 42 з GD 在 点 М 


ВОВА p ее, ЧЕНЖЕ (1) 是 站 牺 的 情形 ， 我 们 也 是 得 到 公式 
(27); th, AA (28) BH, АН За НН ВАЛЕТ М 的 
У (т) 的 微 商 相同 。 

更 在 我 们 来 考 碟 数量 场 的 罕 量 面 ， 半 样 的 曲面 由 下 述 休 件 突出 的 
ЗЕЕ, ЖЕЛЕЗЕ НИ НН ЕЛГЕ ВОНА С (M) 保持 同一 个 党 数值 
С. 答 半 常数 以 不 同 的 数值 ， 不 得 到 一 族 的 等 量 面 VT СМ) =C, ÉR 
鸿 空间 每 一 个 邓 将 51 出 一 个 众 定 的 等 量 
面 。 对 於 热 的 物 由 的 情形 ， 等 量 面 不 是 
"ЕТА 。 讼 (Е M 的 等 量 面 
С 93), ВЕДА ОТН НҢ E АЈ 
方向 : 曲面 (S) ЕКА a), ДА 
位 於 切 面 上 的 两 个 方向 С) 与 Go 万 
向 Сї) 与 (ty) 各 角 位 蕉 等 量 面 上 的 荣 一 
(EHAR СГ.) Ж (Ls) МЕЖ) o WE PRR i AR ARU (M) 保持 常 
Е, ЛИДА 


356 и 等 K 学 ж BR 
2U (M) _ 2U (M) _ 
сг 7а 

现在 取 册 任何 一 个 方向 《 门 . ЕН (27) + H AHa3BE SL BJ 4 

Га] (2), ŒO 以 及 С), ЗЕЕ (29), ЖЖ: 


OU (M) _ 29U (M) 
ol ёт 


(29) 0. 


(30) cos (1,7). 


车 我 们 在 方向 (x) ФЕН — а, ЖА ИО, д 
RR GO, 过 个 向 量 在 任何 方向 (7) 上 的 投影 答 出 微 商 2， 


HEIER ТЕШ Ну БЕН ВЯ СМ) 的 梯度 。 就 是 就 ， 一 个 
数量 场 的 梯度 是 由 下 述 法 则 作出 的 一 个 向 量 场 ， 在 每 一 个 点 Ш 
的 方向 是 沿 对 应 的 等 量 Я], ПЕНУ ЛЗ В 
U (МВ RADHA В. Ék r 3 U CH) НЫЭЕВЕ 
gradU (M) RRB, BEAR G0) af PLS EK FMEA: 

(31) PND grad U (M), 
其 中 grad U (Mèm огаа U (М) 在 方向 O 土 的 投影 。 

ЖЕНИ, Sam CS) REIRE УЕ ЕГЕР grad UCM) 
В ТАЈ o WAREK (5 ) 的 法 ЖЕНУ 一 个 方向 ЖЕ 方向 ИШК 
U M) ЕЖ, 

Я 1. 在 [87] 中 我 们 浇 太 遇 引 力 场 ， 失 是 引起 引力 副 的 数量 场 
оо [Гоа 
Со) 
其 中 в (M.D 是 估 有 容积 Co) 的 物 实 的 密度 ， 而 > 是 由 点 М СЮ ЛУ, ИЕ. ЭЕ 
p| ОЗ TEREA: 


7 (M) ðU (MY. gU (M) 
Е ош ш E -一 一 一 -一 一 一 


Ё'.. 
т p D2 ' 


EE Ee ——а  ара -一 一 -一 一 
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i BU (M 
其 中 В у. Е"; ЕЛ н ЕК Е, MERRE, — К, Е == ` 5 


ря» p| DB ДЫДА U C MO 的 梯度 。 引 [力作 的 功 由 下 面 的 公式 表 滤 : 
(B> ОВ) 
| 到 gz Fydy+ Fdz = J ar (ar) СВУ, 
4) LA) 
р, RAHE 4 ВА ВА E, 
BIR, ЫР АЛИЕВ РЕЯ, ГЕ РО 场 就 деш ВЕК) DR HRG 
一 Srad ОСМО. Я» BETEREN U CM, ME- ОСМ» 
9. 若 一 个 物体 在 不 同 的 点 有 不 同 的 温度 U CMD, НИЕ GREE, H 
梳 才 的 部 分 到 比 乾 不 儿 的 部 分 。 取 出 任何 一 个 曲面 А Е ТЕД 天 附近 取 一 个 小 КУЛ: 
5. HMEC WAGA, TERA dt БААУ 45 ВУЖ, Ва dt dS F] МІНЕ ВУ Е SA TSK 


ЛЕМ 
жс 人 二 2 RHB, ШЕ 


(32) A Q=kdtdS | к. п, 


72 |, 
Жр ERARO CURARE, т) Спо 是 45 的 法 粮 方 向 。 

作出 向 是 一 * grad0CMD， 它 是 做 各 流向 景 ;我 们 用 (一) 号 是 根据 襄 流 动 竺 由 温度 垃 
ай ЕДЩ ME grad U СМ) 的 方向 是 向 等 量 面 的 法 ВАТ H. ЗЕРНАХ U СМ 上升 
的 方向 。 根 据 公 式 (52), PERR, TERAH) dt ЖИВ: 45 НЫ 
(33) АО =k dt аз | етай, U СМ) |. 

109.18) 255. ЖЕНЕШЕ ИТЕК ЧАКЕ АН AM), 
ЕЛЕ 02 [ñ] вх Н) BJ 8—00, [и] АСМ) Е 
BJ KU J П. ВП. ИВЕ, ДЕФЕ— Е ВУ ЕЯ РР 28 
ВЕ о 的 一 个 同 量 场 。 

所 吉 一 个 场 的 癌 量 曲 狠 是 过 标 的 曲 粮 ( 工 )， 在 它 的 每 一 个 点 它 的 
ИЖ АЕНА (MM) 的 方向 (图 94). 像 在 [22] 中 完 人 至 一样， ЖИБЕ 
出 ， 一 个 场 的 向 量 曲 各 的 微分 方程 可 以 写成 下 面 的 形状 : 


其 中 А,, Ay, А, Жол, у, НЕНИЯ, RETTERE EH, 36 
过 保持 有 过 定 理 的 人 条件 的 每 
一 个 点 ， 莽 有 一 休 俯 定 的 向 
ЗЕ НН) „ ЖЕШ в: — 
Винни (5S) 上 的 点 的 所 有 的 


AIM) 


| А/М) 
Бн. ДУ ВА (L) Р | 2 
= г =, АЎ g 94 А i 
ДЕЛЕ" < ) = ~ 
在 某 一 个 扬中 取出 一 直 И ЕЕ 
容积 (0), BE (S) ВН (5) 
积 的 界面 ， 而 且 (2) 是 (S>) # 9+ 


НЕА МЫ, SRA O) RREI E WS HRE Sr au By 
公式 [63] АЖ A, Ay RA F: 


[[[(бе+ = [ flascos in m+ 


十 А, cos (n, АНА, cos (n, 2)]45 


或 者 [102] ` 


(35) С++ Е) f Гл 
ЗВЕНА НИТКА ЗА L WS A АВО 85 Е Eh ГОВ ЕВЕ. ВР 
SAUBES. АТИ ВЦ ГҮ ГГ. 


суу; Ar, Ау, А; ВНА, ЖНТЕШ МАСМ) REAR, M 
Fo, ВОЈИН О, NERE 1511, 
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fE» 
(36; qiv А ~ 9А „^4› 2А, 
AX Cy д2 


ЖПБ, KEEFE TARLA ПГ: 


(37) j лг 48, 


($) 
MER, он 1389 8 容 PS ВОЗА DS Н) ЖЕЙ. 
ЖЕНКНЕНУ ЖЕ ЧЕ (36) ЗАЛА X, Y, Z Врз, ЛЕМА 
СЗТ) ЖЕНЕ я ЕЕ, Z Sa e PS ang ae Pe ur 48 ВН. TE 
НЕ 0 М 的 一 个 不 大 的 容积 O), ВЕ (61) 是 过 容积 的 界面 。 麻 
用 公式 (37)， 和 再 利用 中 和 值 定理 [61], TARE: 


div А], =} ааб Ж выл 07 


其 中 div А RERI C) ВЕН М, 的 值 ;而 v1 是 着 个 容积 的 大 
小 。 ВЕНН ВЕН hit — E МЕ, £ М, ЗЕ [n] SN М, НЕМА 
ДИ БЕ ИЛЧЕ ТЕЛ M 的 发 散 量 的 大 小 : 


dS 
n 
(38) div A = Ит И | 


т әм © 
ЖЕЛЕ, — MBEE M ПЕ В ИЕН М 的 很 小 的 
封 也 曲面 的 流量 和 与 界 於 到 个 曲面 的 容积 之 比 的 极限 。 
以 上 的 理由 褒 明 ， 人 和 任 何 向 量 声 答 出 茶 一 个 数量 场 div А, WEC 
的 发 散 量 的 场 。 我 们 现在 人 证 明 ， 利 用 司 怒 克 斯 公式 ， 除 此 之 外 ， 出 原 
始 的 场 和 和， 还 产生 出 一 个 向 量 场 。 取 
РА; Q = А, ; R = A., 


1) div 是 法 文 由 vergence 的 前 三 个 字 你， 它 的 沉思 是 “发散 ”。 


高 等 йш я в 


ЖШ R] SE ИАА, L70]: 
j A dx + А Ayas = | j| °) cos (т, 23 + 
е! 
z 十 (22: ол, соз (л, м — ) соз (п, 2) |as. 


8% ds EHR (1) MARME., СЗ НН АРУ АЕ, 125 ЕЕ 
{Е ^^. "БЕДЕН НН ВЛЕ ах, dy, dz, Wre HARRA Я F 
的 表 过 式 代表 数量 积 А. ds, НИИ 4,45, ДП А, Ж АЖ ОГ) 
НОВ Е НУР. 

НЕЕ Анн, 6) BE 4261 TE PA rak РНЕ. ЗВ 
АЈ ВЕЕ: — ЧН Sre) Ж», СНЫ A ВОДЕ 转 量 ， 记 作 rot А R 
curl А, Р 


2А. JÁ 2А. дА 
rot, А = -一 ИР ДС t А =. 5... L 
(40) о Эр = rot, Ск x 
тої, А = дА, 94, | 
д д 
过 时 公式 439) IARA: 
еч | о Ао (м, X) + ot, Acos (п, Y) + тої, А cosln. Z) 45 
С) (5) 
或 
(41) | A. өт ыбө, 
СЭ 


其 中 rot, А ЖЕ rot 4 在 曲面 CO ВЕ (л) 上 的 支 量 。 ЕН 
分 普通 叫做 向 量 АЯ (Г) HEBE, ИННА 

i) гої 是 法 交 rotation ВЈ 1855. BUERE o curl А, НН 
ВЕ. 
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如 下 : а А АОВ Е, МЕ ЕВА В 
ЗЕ hinapi, Е, ЕЕ НИЕ. АКС 
Е НГЕ ЖЕ ШЕ АЕ, ПП АЗЕ ЕНК B Сто) 
是 通过 点 M 的 某 一 个 方向 Tü Co) ЗА ЕИО Спи) 的 一 块 
pÆ. EBAR (41) ЗЕРЕН, ВП. 


505 — ГО о, Т — ©) 
б) ú | и; гот» А m” KEN s< 


其 中 (А) 是 (0) 的 界 粮 ， 而 M, Нани Ню, ЕЗШ 
ЖЕШ hys З M 时 取 极 限 ， 像 对 其 发 散 量 的 情形 一 样 ， 就 得 到 ， 
ДЕ М 旋转 量 在 任何 的 答 定 的 方 同 (me) ЕН ЗС о 


{445 
(42) tot, А == lim š 


(g)— М O 


ПИНСКИЙ, LANIE 
些 概 念 的 物理 意义 。 

110.®® ЖЕШ EIE 在 [108] 中 我 们 得 到 一 个 向 量 场 . 
grad U QM) ЕН ЧИ (Му И. EER В ml £ ЭУ 
Шр ЗЕЕ ТЫ, ВЕЕТ 
ЗЧ НС, НА = аа U CMD 相当 ye [108] 


oU * == д ы Е U 
ör’ ду" дг 


ЛЕ, HEAREN 
(437 A ах + Aydu q А d: 
是 基 一 个 画 数 的 至 微分。 在 [73] РЭР, feU R На 足 
下 面 三 价 人 条件 


262 高 等 ша и в 


34s _a4y (04, 0A,_ у А, дА, 
ду дг д2 д= дл ду 


Пуза ERAH B 835 ЛЕ ЖБ ИДЕ ЕУ rot А 0, 就 是 说 ， 
BEF- (8 Га) ЫЛЕ ® А Н ЕН 8 BL S $ 
T. а, 期 依照 L731 3Е ИЗ НИЧ К РАЮ 
ОЖК Е 


| (М) 
(44) U (M= (аал, dy +- А, dz = | A, ds. 
(Mo) (Mo) 
BEA = огай UM), RE [73] 
(8) ( 
| A ds = (grad, U (М) ds =U (B) — U(A). 
(A) (А) 


HEREA (43) ЖЕЖ {Ж D, ЕВА, WER, + 
ДЗЕВА АЈА (СМ), ВЕ ЗЕЕ. 
(45) (А, dz + Ady + А12) = аб 
АЧИТ, НЕА: 在 [76] 中 我 们 看 到 ， В 
场 的 突出 的 特 踏 是 存在 有 一 族 曲 面 (M) = С че КУЕЛА НУГА) ЖЕШ 
#1, ЧН. (45) ЖА 一 grad U 或 


А 一 上 gracU ， 
u 


88, ВЕЕР, ЗА 与 势 重 场 差 一 铀 数 因子 全 — аё М F 
至 空间 不 辐 的 点 具有 不 同 的 值 。 
TES Зорро В.С ЕЕ T MEASAR E [76]: 


24. _ 2А, дА. дА, А, Ой 
А (2: - 7) 4, = a: 0 
А бу д2 у з ЕТ 2) Bx ду ш 
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кп БЛ: 
(46) А го А =0, 
Е, { (46), PAEDAH rot А EAR rot А 5262, E 
ЕЛЕ — Е ПЕ NEA уну G) ШН) ЛА ЗЕ B 252 e PE, 

ТЕХ, AeA НУЖЕН) АНН ре, Hj) 由 公式 (44) Л 
E НЗ lal y BJ a УЛ ле Ж ДР 

р L ia y ЕЕ ууу НЕ, SE НВ ЕЕ ВЕН 
Во ЕДЕ, ИЯ div A=0 р. 
吓人 和 做 管 量 场 。 根 据 公 式 (37) ИЗ 


(47) j í А, dD =Q, 
($) 


其 中 CS) ЧЕ ШЕ И № 
面 ， 在 它 的 内 部 过 个 场 到 处 存 
在 。 
Ш 95 取 基 一 个 向 量 管 在 它 的 责 ЧН 
断面 (S1) Ж (53) 之 问 的 一 段 作 
篇 曲面 (S) (图 95) 。 在 这个 管 的 侧面 上 А, =0, 98 АЕ 
的 切面 上 。 车 对 其 断面 (S1) 与 (Ss)， 法 物 所 取 的 方向 ， 就 沿 着 过 管 的 
移动 来 看 ， 是 一 致 的 ， 划 在 一 个 斯 面 (S1) 上 这 是 向 内 的 法 8, Е 
另 一 面 (53) 上 是 向 外 的 ， 所 谓 向 内 向 外 都 是 对 蕉 截 下 来 的 一段 向 量 
ERER. SINERGIE (47)， 就 有 : 
$ (4,45 —\ (4.450, 
($2. (5) 
BEP (S1) 的 积分 取 (一 ) HEHHE (51) 上 (m) 的 方向 与 向 外 的 
法 粮 的 方向 相反 。 上 面 半 个 等 式 说 明 ， 在 管 量 声 的 情形 下 ， 沿 一 个 向 


量 管 的 所 有 的 世面， 积分 
(48) { f 4.95 
(5) 

有 同一 个 值 。 ЕЛА (5) 的 流量 ， 普通 必 做 向 量 
管 的 断面 4S ) ЕН. 如 此 , 70 2055. -ADEE 5 
的 断面 上 , 压 痪 强 有 同一 个 值 . 若 党 沿 一 个 向 量 管 移动 时， 它 的 断面 的 
п, МНН, Я ЖЖ, Анна, ЖЕ 
Ал, PK F, MES (48) BJ КЛМ. 

ПЕС ERRE [109] Ш, ТАБ 
НИТ С doot AIEA E АНН SPS TU. 使 在 曲面 的 每 一 个 点 ， 
ВЕ Se HH Ноа — МВА, АН БЕ АУТА АЈ, ЗЕНА 
Е НН ЕЕЕ, Ehm- Ra ИЕЛЕ ИРЕЙ ЕЕ ТИФ ШЕ 
ХИСОБЕ [64]„ Æ HAEE ЛИТ, НН ACO , 
H НУР НОЕ ТЕЧ ТЕК 所 谓 定 向 曲面 单元 05 AE, "E 
的 长 度 等 蕉 单元 dS куйа, У Е im PB C RA 
АН]. ЖЕ ЖИЙ НИНУ F, ЗВОН Ех ТАЈ Ез SF ВЈ 
5 18], ЗНАЯ, Л (mi) ARR (п). 

向 量 gw ЛЕА 1 Ву Бех Н СЛЕЗ ВУЗЕ ЕН 投 
影 ， 带 有 正 号 或 负 号 要 看 (2) АЕННАН. 

设 ЛОМ) 是 某 一 个 数量 函数 ， 页 АСЛ) Е АННЕ, + (ЇЧ 3 gë 
ЖЕ (S) Е. EBREA: 

(49) ( {7 (м) аб 
($) 

(49:1) } | Асг)у-а$ 
$) 


í 
k. 


Е в) № ¿h $r А 5; 7 ва 


( 49») j | А‹м) х 1.9. 
С) 
Жү 95—08 АЈ Е, Ее: 
{ | 7(Мусоз(п, X)d8 ; | {моо Yas 
(S> c 
( { AM cos(a ,ZZ AD. 
(S> 


KEA (49,) 是 个 数量 
{ |4.45- í (4, 45, 
($) ($. 


ж, REAN (494) НЕ, АНХ 


У [Ау cos (п. Z) А. cos (п. Y ) ав 
< 


И [4- cos (».Х)у— 4А, cos (п. Z )lds 
($) 


(гл, cos (n, Y )— Ay cos (n X)] 45, 
(S 


设 (SJ ЛАИН, ПРА (0) АБАЯ, Н ЛОМ) м 
ACM) 做 定 苹 过 整个 容积 上 。 利 用 和 岚 斯 竺 洛 和 烙 手 得 斯 基 人 公式， Жа 
ЕН Ри ЗАЗ. 


(50) $ aS- È { {зага 
CS) у 
4503) ША ‚а = \)) div A dv 
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(5047) уннин 


等 式 (50) WAA (37) 相同 。 膛 RRRA). ЕН 
OX 辆 的 支 量 各 由 下 面 的 积分 表 连 ; 
) cos(n, Z) — А, соз (а У) 48; -J ду. 
ЕККАН, ЗЕ ВЕ ДИ В РР МЕА ЮГ НА N AS SE 
ВЕ. 

Е, ЯШИ АЈНА ВЕЕ АНН ИИ, uj ARH НН 
公式 : 


(51) И fds = — ( I: f x 5 
G) ($) 
(S11) J А*+1$ = ш” А.а5 


B (5) и: МАНН, ДОЛ. ЕР AARAA 
(41) -F , NAAR RARER ES то: А. 45 =rot AdS. Y HAR 
(51), ZAWA ОХ ЕВЕ: 
ах: — ОЈ оз п.2) — 97. L | 
V | ME (n, Z)— 0105 (a, Y>] dS; 
利用 [70] PAR., (22), ЖЕН, Е КИИ ЖОЙ KAS, 
112. 向 量 分 析 中 如 个 公 式 ЛЕНИНУ БОШ ИЖ 
ЖЕНУ БЕ ЕК.» Æ [110] РЗ, ЗАБА ЕС. 
(52) rot grad U = 0. 
ЖЕ, ИМЕННАЯ, WE 
(53) divrot À =0. 
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RERE: 


= д 
div rot 4 = (= шы дА, +.2 (22 дА. - 94+ 十 2( 2А. ЕЕ 222) == {) 
| ду дг ду\ 02 Өт с2\ дт 0%) 


EZEZ НЕ СЕ. 


div grad U = Z grad, U + yen d, U + Z сага tels 


或 
С “U š м бд HU 
(54) div grad U = С а öy? + 22 
Kipa ЗН 
2 дш | oU 
ш. „йи у 
(55) ör? oy д2? 


吓 做 拉 普 拉 斯 渤 算 。 由 《54) ABAN, ЛЧ ЧАНА, 
EHAA (38) Ж Р) Е grad UV， 得 到 在 虽 МАО ПЕ 


Е 2 _ 
(56) 


АУ =. а 
бо У^» М vi 


Ж О EREDE, KMET SU, €A 是 一 个 向 是， 就 用 
记号 AA4 来 记 一 个 向 量 ， 它 的 支 量 是 A4,，A4,，A4:;。 我 们 再 提出 
下 耐火 个 公式 : 


(57) ` rotrot A=grad div А-АА, 

(571) div (ЛА) = div A + отаа Л.А, 

(57:2) divA x B =B.rotA-—rot B, 

(57а) ИРУ МР f х А+ Ли А, 

(57+) Alp) =Y Apt pA U +2 grado. grady, 


ВЕН - АНА, КК Н САВ, MH (57) 
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А 


ДВЕ OX НВ, ЖЕНЕ ВЕНУ ВЕ BJ 5С В — 
3: 


_ 9. д 
rotz rot А = ото 8 — > КО „А = 
а F| А, -oe ) 2 (Pir =) 
бу\ ах ду д2\ Oz дх /’ 


Ни, BARREIA =, 


a “ч * 
rot, rot A = ( Жы 十 24, +022) к (全 + 十 еи 
ох \ OT EY 02 


pr? 0 д? 
二 
ох i 


HERZ. EERE, НАХ (57) 推 知 АА ЖИМИ MR 
择 ， 因 篇 
АА = grad div 4 一 rotrot А. 

115. 刚 钵 的 运动 及 微小 形 妊 ”在 [106] 中 我 们 看 到 ， 和 党 刚体 镜 一 监 O 转动 时 ， 任 何 点 

的 速度 由 公式 
v= ох г, 

ЖЗ, Жип о PERRAS г В ИЕР ОМ. 

再 加 上 具有 速度 vo 的 在 移 运动 ， 就 得 到 蜀 体 至 动 的 一 般 情 形 ， 半 及 全 盖 度 由 公式 
(58) u= v +o x r. 
Жж. 

ЕБВ ШЖ БЕКЕ o 求 角 速度 向 量 。 首 先 我 们 注意 › EREE SAA 
苯 上 所 有 的 点 ， 向 量 vo 是 一 样 的 ИА ET REI (z, y, s). RR AA “各 1 我 们 大 
rot v=). 

ЖУКЕ O ВУЧЕ, ORAE pogr. 向 量 积 o Xr 的 支 量 就 是 ; gs 一 ry3 
rz— pz; ру-дх; КЕЙН (40), rot oxr 的 支 量 是 9p，29，2r， 所 以 可 以 通过 о 
角速度 向 量 如 下 : 


= 


ФЧ тоз т Ж 5% am 369 


(59) М qiw, 


由 此 所 以 是 做 向 量 rot v 是 速度 向 景 的 旋转 量 。 

若 速 度 向 量 o ДЕН ЕВЕ, dt 是 一 侦 微 小 的 是 EBR, Н-П © dr, Ç 
近 但 的 给 出 在 微小 的 峙 间 区 闻 中 可 的 位 移 。 姐 此， 得 到 刚体 上 点 的 徽 小 位 移 向 量 场 : 

A= vdt. 

АА, С58) Е НАЧЕБОНЯ, PER Жл OBRE, ИЗ, ВОГ 
到 下 面 的 公式 : 
(60) А==о, хх, 
其 中 01 二 0 dt ВИННЫЕ, A ERSA М, AMEER] d: р 
DRE. BER qor 是 送 个 向 量 的 支 量 ，(z,y》,z) ER LERE. mE А 的 
ЖШШЕ: 

А, = рі2- ғу; Á, =r; pz, Ар=ру—@\Л. 
ЕЕ, НЕЖИН ЖЕЕ. у ЕЕ 


(61) буге 5 А. 


Eb RAAR БЕ А 的 支 基 是 坐标 (z, y, ЕЖЕ, 
ВЕРЕ ЛЕНУ ВИНЕ, ЗЕЕ ANTE ВЕЕ ЕВ НОЕ ВИЙ: 
А, = ах + by с:2 
(62) А. = вх + bey 十 Csz 
| А. = az + b; сз2. 
我 们 筑 作 傈 数 a, b Жс АВА, ЕН АБ А АНН NER Cuy 58 
个 容积 中 任何 点 的 位 移 是 一 个 向 量 4， 办 是 次 换 和 合 它 们 的 新 坐 枝 是 : 
К=тш-+А„; т=у+4А„; б=а-+А,, 
Ж 
$= (1 а1)х- Бу ez 
(63) m= ах (1 +6 )у- 十 caz 


[= азс -НЬзу + (1-+сз)2. 
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АТАР РАВНА ЛД АЕН Co > Вена O 旋转 > ХЕ 
HET MERER MARIRE, ВЕДЯ ЕВЕ УС, ЭТЕРНИ 
ATES Oo 

(KER C62) rin Н А ПЕ E: 3; 一 cu; e, —а3; «В. ДЕН 
种 作 个 一 个 整 租 的 转动 ， 划 我 们 得 到 位 移 向 量 44 АЗЕ 


1 1 i ri; 1 1, | 
= ras: BaZ- g tby А, == о Саз 61) bs Са )2: 


1: г. 
А. = „(бұ be Juss о (бт аз). 


由 А НЕНЫ, ü А KRR 
(64) А = А+ А, 
нЕ 4020 НН: 


( > 


А „= ar + 206, аз JY + : (6: +аз)2: 


t 


C65) А = 50, +a. )ZT + b; y+ cat b 3а, 
йе 于 (ci 十 aa) 工 十 于 (Cs 十 83)8 十 caz， 


ЖЕН, ЕЗЕТ, MA: 
A: = grad [aT + ba te + (bi tasty + (Gi оз) х2 + (cs + b;)uz], 
ВАЗЕ ЛЕЛЕ» 

БЕТАКРОР. ЕКЕНИНДИ o KERIAREN 


жа 
„= f | [аға а. 
CD J) 
RE [60] НУЖНА, НЕВА 
ахаас = (1-а) (1+ 6)(1 ез) соз) +61 сзаз -all +c) ] + 
+ с [азба a] +b) dx dy dz. 
EARRA A RE HERRER а, b,c 28, FEEN: 


第 四 章 М М 4 Wr Ж № Pm и! 


一 


一 一 一 一 


dš d!) аб = [1+ (а Но. -Н сз) | dx dy dz, 


RE КШ ya KE H; 


Hop г ТАУ uh. ТЕНТ 


| 人 + (а, + b+ Gs) ах dg d2 三 2 十 (ai 一 os 十 Cs)， 
м: 


d] =p ` Г 
= =- (Zi T Dy T Сз; 


[ШЖ (62) ЖАРЕ, WAWE ЧУА, HER MAIREN ER EA REER 

114 .回答 性 方程 Я o ЛНУ Е, ЗАСН ЛА 
答 定 的 曲面 CS) 的 量 (图 96). 1х 25 是 向 小 的 曲面 盟 元 。 在 时 刻 上 位 
аб ЕВГ ‚ ЛЕН Ө] dE АНА о dt, АИЙ, ЯНА 
ШЕМ] 0 Из 38 45 的 流体 的 量 ФО, АНА 45 ЗЕ ЕКА o dt 的 
КЕНО НУ К „ ВЛАЖНЫЕ 
从 vdt, IEP v, ОНИ 
(п) БН, MHA 

dQ = o v, dt AaB. 
фони, ЖА 
(п, vo) Ж Ә ҢӨ, Н ао 的 量 得 到 负 
值 。 在 封 用 曲面 的 情形 Е (т) 
取 章 面 的 向 外 的 法 税 的 方向 ,从 是 ， 
车 流体 流入 以 通过 45 的 过 个 曲 М 96 
面 需 界 的 容积 中 N do аА. НЕТА, ЕЕН 
ЧЫ. Н) KRME: 
(66) Q= f |x, aS, 
(S) 


江夏 ， 用 适 个 公式 计算 时 ， 流入 的 流体 具有 负 屿 。 


i А 


312 © 等 K E жоор 


w.— — 


HAJ (S) RNAAR Со) 的 流体 的 量 , 由 下 面 的 积分 来 表 过 


[ffe 


—— n 


(>) 
在 时 间 dt НЕЕ 
a f fS = 
Ср) 


MUREM n] ЖЕ, dia НЕ НУВ ta: ДЕ 


ma ИЛӘН Е, ЗИНАИ ЛВ НУ, ИЕ 
对 於 Q У WB 23 5: 


Е 
9) 


v) 


RA: ARAA G7): 
Q= | f fas (p v) dv = -| J 26-а, 
Сә) (>) 


ЕО EE р НЕОН г, HRCT ERE, W 
是 说 ， 它 可 能 是 依赖 大 点 的 位 起 的 。 和 后 面 吉 个 公式 给 我 们 一 个 天 傈 
Ao АН ЗАЕНА PA BJ НЫН S BA ЈЕ ЖЕН): 


| др 145, _ 
| (| (+ 4% (ое) |а =0. 
Сы) 
НЕ, О ЕЗЕРО, KERMAA: 
(67) Ley div (pv) =0. 


у 171) НАТА › HERDER BSAF” HEA ВЧЕНЕ 50 
И Е EMI. 
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БЕЛП БЕЙНЕ СНЕ, йд] Т ЫИ AE Т АН), КЕЙДЕ 
ЖЕНЕН ВН RAE Я, ЗВАНЫ НИН БЫ КИН ЛЕНЕ Fro ИЖ 
ЭЕ — РЕЗ 上 估 有 位 置 (z,y,z) ПЕН ВЕ НОС , ЖП] 
DEBRA (67) ## Ч. 

р Œ, т, у, 2) 是 在 上 时 到 +t 在 器 (т, у. z) ПВ ЗЕЕ. ЖЕ: 
РЕНО, За, БЕ BIS Я 
1, НИНЕ РЕ (z. y, 2) ИЕ, ИЕ МТ 
Бр, НЕО р Е AARE: 
де бр ах , др 


一 一 一 ——— 


Чу | OP dz 


— = =... 


d t әх dt гу dt д; dt’ 


do op 90, ‚ де , др 
dt ot сх к cy ж" бг = 
或 
dp _ 9 а. 
(68) о. 十 grad eso, 
利用 57) ， 我 们 可 以 把 等 式 467) 写成 : 
б кс 
sg тео вор Ауу = (), 
根据 (68), 就 是 
(69) ра О 
由 此 
div v еа 


по, РЕВО МОЙ, ЗНЕСТИ ЛА РЕНН 
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ЖЕ. БИЕ Гн] ЗЕ. 

A oiie ЛУН МЕН, АЗЕ ЛЕС БЕ ГЕ СЭР, 从 是 我 们 由 《69) 得 
л uJ ЕВЕ; 
С 70) div v =0. 

АРНЕ 18 ИА ЛУ ТЕЖЕЛШ Н) ЧЕН Е, Е TE 
ВЕРЕ Ят» ЗЕ АВЕ ДАНЬ, ЖЕШ ЕЛЕ НОЕ SE AB 
С) 


ИЕК ДИЙ, MAAA” CES ETAJ MER. 
Јас © НИЯ 
v = grad p 
НУ z MAGER S, RASE C70) P, 48]: 
(71) div grad p=0 就 是 29+ 2-4 Р, 
KER. ОЕ, ЖЕЛЕ 满足 於 拉 普 斯 方程 
(70, 

116.2 Е ВЕНЕВ НАНА KEMA, ж 
ВОИ, НОРУ И > RETS 介质 中 Н 
ERRET (50 WAR O) MARGRA ERE D RI IST CS) 上 每 
RARER ар о ЖЫЙНАК ИЛ EEA МЕХ. 6—68 
REA D Ca) 给 出 某 一 个 数量 场 。 根 据 (507 EER C) MAN EO 压力 的 合力 


РОЖЕ: 
- f f» 4,9 = 一 | | | аа pdv, 
(S) © 
其 中 用 < — REAR EER ХЕХЕ РУРК › MAREE 4.5 W УЕН ЕТ 
BE 


EAER EA НУ ЈА MED o REAA REKA 
HEDRE, CEFR Со) 上 给 出 合力 


Ж рр Ат K j SS 


ШЕЛ 
(р) 


КЕЙ» CARRIL БАЛАУ Ж o dv W, Нн o НЕ, Ш В УР 的 加 速度 向 量 。 


АЯК с») ЕДЕ p E: 
| И) p W dw, 
(ъ) 
ЖД» AEEA, ВИЧЕ: 
JI) [pF — grad р-- р W) dv = (), 


"a 
чан 
=. | 
= 

wl 


НЕ» 1—86, RIR Со) НЕЕ, БРЕВНА, Улан: 
(72) pW =pF — ота4 р. 
症 个 公式 包含 有 二 个 方程 ， 它 们 是 理想 流体 的 基 术 液体 动力 廊 程 。 

ВЕ “zu 是 速度 向 量 的 支 基 ， 而 是 用 是 的 侍 标 (z, узд) РАМН] t НУР RH. 
IRRE M EWH ОХ ВАЕ РАЧЕ Ы 量 的 支 量 uct,z,y,2) 对 时间 的 全 答 商 RE 
我 们 可 以 写成 : 


Им ыы Кш ы Su L кш 
"и 0 dt дәу а де di” 


E 
-uw Du 24 и 
ее ие + г 10 
ot ÖT су CZ 
同 更 
CU GU CU 0%) 
W y == 一 一 十 в 
7 2 Әх д д 
10 м) би) OU 
В р -+ ше 


ot 2х ду" д2 
ПИ, ШАРУ (72) ERWEE 


ди 1 др 
Е ЕС н. ЖИ ЭЕ. 
о еш шашке ког 


376 п ж 数 а кф # 


др дә 9% д® ‚ _ 1 др 
s. Е „уаш —)-———шф==Ё бү к 
(73) д? с^ а" д2 š p oy 
дш — и дш, j W p= m. _ 1 0р 

at ду Әг о дг 


НИИ RRRA. SSESD ЗЬ ЕЙ— ВЕТЕНО Н ШЕ 
е, Happ J PE (69) 可 以 写成 : 
(74) 26 еи ш +€ (2 = p . ) 一 0 

所 写 的 返 些 方 程 的 突出 的 特点 在 於 送 样 一 种 情况 ， 就 是 我 们 封 论 运 动 时 ， 遗 择 了 空间 
的 点 的 坐标 Сагу ууз) 以 及 时 间 t ЕЕЕ 。 在 革 些 情形 下 RIRA AR A ТИНЕ: 
子 的 位 置 的 坐标 作 自 变量 以 替代 宏 半 的 不 的 坐标 (x,y,z) о ОВЕН, И) 
力 方程 自然 要 换 了 样 于 -。 

116. ИД УРЕ 方程 72) 与 (73)， 不 借 党 流体 道 个 字 取 奖 义 的 字面 意 闵 时 成 立 ， 

对 冷 氛 苯 也 成 立 。 只 要 假 识 内 力 只 是 压力 就 成 。 我 们 算 作 逐 动 是 如 此 的 微小 、 使 得 在 方程 
(75) 的 左 过 可 以 忽略 撞 合 有 速度 的 支 量 幅 它们 对 坐 РЕВ 乘积 的 各 项 ЗАВ ， 方程 
(75) af PLE : 
айа, ЕЛА: 


до __ ЕЕ Е 
(76) F =F 2 grad p 
同样 ， 在 方程 (747 ЕЕ ЕВЕ ВН, 4333: 
(77) TP i p üvo=0. 


2% oo 是 介质 在 静止 状态 的 常 效 度 。 引 用 一 个 小 的 重 s 来 表 A НЕЕ 的 相对 Kass 
В, ШТЕФИ Е 
== 0001 +s) 
rH 


— ma 


ору [в] № ZP М № № т 2171 


ARETA (i+ s) 中 我 们 忽略 了 小 的 量 s. 根据 所 写 的 ， 可 以 算 作 -2 S ‚ ЖЕ 

TA (77) И 

18; A 
gt 

BIER TEE: D ГЕ ВА R EER s 的 梯 庶 成 比例 ， 就 是 


== 一 [iv Ф 


grad p= e grad s. 
其 中 г АННЕ ы AEDE (76) METES ERRE о==оо ， 就 得 到 : 
Haa Se atiy Sr 43341: 


ot 
广 意 (78) ， 可 以 把 这 个 方程 党 成 : 


(79) a [a= Í e ) 


H s ERRES PERU Kk, EAERI EAMA E ТЕ паня 20 Ник, 


- фто = ам -£ div grads, 
Ро 


我 们 把 对 + КОНЕВА ИНГЕ › PERRE ABRI 商 的 新 果 不 
НУНА а 
ЖАТУ WJ (792 £ 


(80) 25. =а?Аз (а ü / =) 
бё Го 


方程 (ЗОНЕ, РИ | ДЁЗФЗШЕҢИБИШД ЕНДЫ , ВЕГА, (Gala 
ETF, ИЕН div F ОЗНА AFi 
117. ВЖЕ ”在 [108] PRIRA, ЛЕНЫ dt 通过 НН 
元 ds НЕ, H РЕ 504: 


267 | 


dQ = kdtdS = Эт = kdtd8 


Жн А ERARIK, U а (m) 是 45 的 法 缚 的 方向 。 考 


orad, CM ) P 


378 高 等 数 学 ж Е 


=— = _  . s m o o 


АНЯ i CS), BERE Co) 的 究 面 ， 我 们 来 计算 通过 (S) 的 
ЗЕЕ. о A EEn] x 


(81) Gdi ( (zgra tas, 
(s) 


过 时 ， 洲 在 向 外 的 法 称 方 向 Ca), DEFE, ИО, АЛЕНЕ 


ETETEA, НЕЕ ЕЛЕ, КИН. ТЕ, НЕЕ FEE 
НАТАН I E.C81)59 242244 С — i УРАН, Q JEER [Н] d rh 
由 容积 (о) НН. HAR (31) 计算 时 ,流入 Со) В, A 
有 (一 ) 号 。 

从 出 的 问 量 也 可 以 用 另 一 个 方 法 来 计算 ， 就 是 注意 容积 内 温 座 的 
КО. ВЕРИЛ а, ЧЕН] гз Д Ел ВОИ БЕ Е dU 时 ， 
ПСА Е ОЧ ЕЛИ EE Ж ло БОЮ, Жл, ВУ 
дле 


ydU «раз = yp do, 
© 


其 中 p 是 物 复 的 密度 ，7 是 比例 傈 数 ， 它 吓 做 物质 的 数 容 量 。 如 此 ， 
全 部 容积 给 出 的 热量 由 下 面 过 公式 来 表 过 
= -aù (еа, 
© 
BRR- ) ЗЕ ВЕР НЕОН, ПЕНН, 
路 所 得 到 的 关於 Q 的 两 个 表 过 式 相 等 ВЕЛ [109] 中 公式 
(37) RA ` 


(82) (9 (erav= (аа grad Udv, 
w) Съ) 


SUQ тж 9 
ея, УРАНА, Гра А КЕ Г НУ, ST. 


) j) m | sz div (А grad гу) =н 
~ ot | 2 


H Ut, ла 的 微分 方程 : 


(83) yp- - = УСА grad U) 
б 
或 
A =. 017 0). (x а (21) 
(B31) yp = a Эл F Jy 5. | 


ДЕЙТ Ж ӨН ye Pb BJ РН АУ, WAA g aS ЛЕ Лут. , ТРЕ U {К 
ОВЧА РА РАНЕ o 
Ж: 2) 00808, Пур ЖКА Ва, pear ER (83) ЧАЯ 


D РЕ 
(84) 20 ФАУ («= 5 ЕВ 
ot V Ур 
或 
лг (uU ëU 8° 
(841) = а а 
Сі да" Ey? бз” 


РЕ ЕЕЕ АО. ЖЕ, ЗАВЕЛА НЕ t 而 只 {КД} 
Ат, и.2), 则 方程 (84) 可 以 家 成 : 


022 г? U O° U 
АХ = 0): Ех 


КИ, ЛЕ BDP DE m PEI, ЗУ, ПИЗА ЛЕ, Pp. 
前 我 们 已 缀 遇 到 过 过 个 方程 [87 Zü 114]. 

ЕВЕ ЖЕ (83) 时 ， 我 们 假定 了 ， 在 若 谨 的 物 册 中 没 布 
湛 头 ， 在 相反 的 情形 下 ， 详 沼 用 田 一 个 等 式 求 谷 代 等 式 《82 ) Ий 


FT 
J 


= y; 


380 р 等 数 & ж яв 


у) уе у ниеге 


каа (о) 中 放出 的 热量 ， алака 
А ФГИУ ЖЕЕП 

RAAR eG, М) Е И (E SER Со) 中 的 热源 的 强度 ， 
SIB tC RB М ВЕ, ШИ НН „ в, ВК 
亲 方 程 (83)， 我 们 就 得 到 下 面 形状 的 方程 


(86) yp = =div(k grad U)+e, 

Кж, ESIH, BRIE (84) 我 们 有 
и _ , 1 

(87) Е т 2 


方程 (87) 与 (84) 类 似 於 L116] 中 的 方程 《79) 80), 91839 
ВЕ ВН ЯН yle HRK IEN ,或 者 鹏 格 襄 来 ,就 是 声 源 一 一 
在 声 的 优 播 方程 中 的 divf。 钴 论 那个 情 沉 都 使 得 微分 方程 (79) 
与 (87) 2:39:20 А9, WE, F&C) 与 (87) т, ЕЖА 
ЖЗ ЖИ жи, ВЕН HHJ — div F Же, CRER IFE 
已 知 的 页 数 。 还 要 注意 , ЖЕ (84) № (80) ЕН ЕЯ] о МЕ (80) 
аНЫ HOOR, MEDE (84) НН ЖИВ, 
了 时 霄 的 一 级 征 商 。 求 得 些 方 程 的 积分 上 时， 过 个 情况 是 很 重要 的 。 

118. 马 过 于- 威 方程 ” 考 谨 电磁 声 隆 ， 出 现 有 下 列 的 向 量 : Е Н- ВН 


向 量 ; ‚Эти; ОВИ В; В ВЕБЕ. РИН 
ЕЕРЕЕ, TURR FHR: 


(88) | Наз = u | | ras 
) 


l d 
(5) 


р P) Rr ¿p йт Ж % йа _ Эв! 


Жр c Eee BE 

第 一 个 方程 连 殉 着 磁力 向 量 沿 某 一 НТН ЕГЕТ БА ЖИВО ВЕ 3838 yë НИИ 
量 。 第 二 个 方程 连 权 着 筷 力 向 量 的 特 环 量 与 磋 感 强度 通过 这 曲 面 的 流量 对 了 时间 的 微 南 o TE 
所 窒 交 力 程 中 ，( 人 ) 是 任意 的 一 条 封 阴 界 入 ，(CS) 是 以 它 需 界 的 一 价 曲 面 。 此 外 ， 在 各 向 同 
ТЕН Ян:, НЕДР, Вер E, H BEER 

D=: E; B= u H 

其 中 = Жи EAE CRUAN AE RAES „ИСТЕ НА R 
AMRI E: 


r= AE + : 2Е 
k. ct 


Жр 2 Рае, ДИ, HEE (88), GN ИХ ШНА 


(96 Гл 村 j (YB аз 
` і 
( 90») Гл — р 
(D 


WR SN ОЙЛ нр IK] Pese ЗАДЕВАЕТ: 


Í frontas % J frontas, 
(5) 


(Š) 


EI Pan) PLSI. РВИ: 


jJ [стоим — Í ХЕ, 十 a) [45 =0 
ПШ crot, E + u 9 | 45 о 


НН (SD 的 任意 性 ， 以 及 法 各 Сл) 的 方向 的 任意 性 ， 由 最 后 南 个 公式 推出 : 


(91) cro H= ¿E + . 
(91 а) С rot Е = — „В. 


et ` 


382 и 等 в хх в 


ВНИИ К EKE ВО, И ИЛЛЕ, НИ 
支 量 
ОИЕ: 1; 
НЕ (911 ) 84 (92, )› ВЕН CARNIA F ВЕ 
r) 
ла 
TERN, HARRE ODEO) "СИЕ 
rdiv rot H В& с div rot Ё 
RERA "БЇТ 12 
TR ЕВИ, Е ка НЕВЕ › ， 则 它们 是 管 量 的 。 
ИП ЕЖЕН ИНЕП, BIRER 
(92) div eE =pe= p; divy = pm 
РАЦИИ АГЕЕВ UDE | 


div (2  =— 2Е 2.) = А tE -+ iv (eE) = () 
gt € ct 


推 知 


KAMARE E ERR» IFEI LA] 
РА 


一 -一 上 
т 
0 = дё 


其 中 оо 是 党 t=0 Ву o НК К» ИЕН оо=0, MER 
div E, = 0, 
ВИНА t RHEI о=0» FEAR 
4 Е-0. А 
НИНЕ (91. 推 知 


nH 2 .. 
> у Я =, 


дак Но=0, WEN t МАНА, div H=0. 


Чех 


ref 一 一 


ЧЕ — [n Ж; 分 > Ж Ж. 55 18 583 


е TEA ЧЕЧЕНИН. ЗАЕЛА АПИА 
ш ЈЕ НАУ, НН, mi E 3 如 分 天 。 求 方程 C91*7) 08 
RRE ИН 


— ciot rot E = u—— 6 rot H | 
ct 
п, ВАА (5 BH ЕЕ (91,7 
сє АЁ—отад div Е) = жа 2 (e? Е. HE), 
C ot ot 
由 此 得 到 精 果 
(93) Е 十 > ЗЕ = САБ ей div Е). 


ЁЁ в а ЕН 
同样 可 以 得 到 对 於 向 量 H 的 方程 。 
ЕЛЕНЕ СВЕ. НЕА div Е =0 НЕ, AFE (955 可 以 写成 下 面 的 形状 
и S S 
МАЙ Л РЕМНИ: НЕЕ ， 因 和 乌 它 首先 是 及 苍 研究 亿 短 ГИ ОНО 。 量 合 ， 若 
息 介 览 是 理想 的 ， 底 是 不 通电 的 ， 草 20, REJE ON 是 
(95) 2 =a A E ( а = =.) 
具有 在 [116] 中 我 们 已 多 允 到 的 方程 的 形状 。 
TEREA ER DE E BL H A Te ғ, НГУ (515) H rot Е=0, 就 
д, 上 是 势 景 的 向 最 : Е=ёта9у» ВЕ (99) 中 第 一 价 给 出 : 


(94) 


(96) div grad = = A Am = 


在 e 一 0 ИНН, ЕГЕ СТЕНЕ ВЕНА у 得 到 拉 普 拉 斯 方程 Ay 一 0。 
Т.Е ИТЕ УЕ ИЖ ДЕ [60] 中 我 MZ 
JS ЖЛЕ Н] Н] LE Ч] НА 。 现 在 我 们 考虑 这 样 的 坐标 的 一 种 特殊 情 
形 ， 吉 是， 容积 单元 ,表示 成 如 [560] 中 所 锥 的 平行 大 面体 的 形状 时 ， 
ERRARE. ЗН ТЕЗА ШЖ ДАЖЕ BU ЕЗЕК НЕЛЕ, НЕ 


384 и 等 3 а ив 


一 一 


раем, 
设 在 空间 51 用 ТВ 8 а, g. ,as 来 替代 币 卡 兄 坐 醒 х,у,2: 
($7) фбх,у,2) = 41; Ш(т.у,2) = q; ©Об(ш,у,г)=@» 


З RREH x,y,z 的 形式 : 
(98) т=4:(@,,9:,9в); у= .(9,,95,02); 2= 0369, , 9,43). 
答 新 多量 а.а WR q; ДЕВИ А, В, С, 就 得 到 三 族 曲 坐标 面 。 
Е ЕТА) ИШ АЕ ЖИТИП ТЕЛЕДЕ R yz 中 的 方程 是 : 
(99) 9(=,у.л)= А (1); O(wg.y.z)=B (11); oz,y,2)=0 (111) 
由 不 同 的 族 中 取出 任何 十 个 曲 坐 樟 面 ， 例 如 ， 由 族 U1) өй (її) 
中 和 儿 取 一 个 。 它 们 相交 厅 某 一 休 牺 ， 过 人 条 穆 的 方程 是 ， 
Wx, y, z)= Ву 9(х,у,2)=0ь, 
其 中 B, R C. EEB o MERRER ЛЕ а, Au, ВЕН 
UERR o BEMAD o X uj AR аз Ж аз. 
ДЕН К F, ЖЕНИ СЕ: 


ая? = ах? + Чу? + дг? - (77 аа: + 51144 + = da) + 


(100) 
Я 2 
+ da: + T das +5200.) + (hda, + йаз + das )- 


去 探 括 号 ， 得 到 | аа, 003, das ПАЯ. 我 们 ЖЕ НЕЕ 
РАН К ААА da 的 乘积 的 项 。 
Я, FERRERO) "9387 аа, da, WA, BRN RER 


(101) 020 ° L Pr + РЕ 5 ‹ р: ы N сез). 
СЯ cds 041 Cd: cai ЄЧ» 


在 新 的 坐标 系 中 ， 容 积 逢 元 界 苏三 对 曲 坐 祭 面 (图 97 ) ， 它 的 基 
ЖЕ 4 ЗЕ ТАЈА ЕЕ ТДА аз 9:.9;， 由 进占 引 出 三 侦 兆 4B , 


+a 
"чё 
ж, 


Э 


ЖЩ [J Sr Яд 


АС R AD. Wy AB RRi n ШЙ, їп АС ЖА qI. им, ШАР $ 
НЕ 4: ИЖ. ЕЯ И В, ЛЕ НЕ, рй (98) 只 是 
НУР, НЕК In) gk Z Ж. 

эф, аш, до, 

даа, да, 291 
成 比例 。 

ВЕ, В МНР 

H m ER wx ВВ Hdg; 


фі 901 доу 
да; ” ддз’ ваз 


成 比例 。 

mie, BRER (101) 等 
КАНЕ МИН Ва (100) 中 
аа, das 与 das das НОНО, ЕЕ НЕ р ЕДЫ 
ЛА 38: НЕЕ, ДЖ, ВЕК 正 突 的 必要 且 充 分 休 件 是 
Е q: 只 含有 微分 的 平方 项， 就 是 只 含有 带 dal, daz, аа 的 


项 。 
J F 1 TE BH AR 2 Es 22 1.2 АЈ, 
зау, WHS 45° FAREA: 
(102) ds? = H? да? + H? dg? + H, ал. 
其 中 
м 
0 (Su (e 
и) 


386 ы 等 Ш 学 Я R 


ЭРЕ ЧЕ i mi NE iran „э 


Е, НН, ЦН АЕ, ， 依 照 公式 【人 102)， 
我 们 得 到 这 些 兆 前 长度 。 


( 104) ТЕТ = Я dq, а 18 = M ade: das -一 Ноа. А 
ЕА) АДЕКЕ RP. АНУС НН F 6 А АЕ: 
(105) dv = Ta da da, = Н.Я. НЫ ааа 93, 


现在 充 在 空间 有 一 个 向 量 场 А. KAA, ， 在 其 一 点 М айы 
的 发 放量 由 下 面 的 公式 玫 违 L150] 


Jf А dS 


Фу = Пт (51 РИБ 
Сит >M 01 


其 中 (8) 足 含有 点 M И] НН ВНЕ АА O) 的 界面 ,而 四 AF38 
Е ИХ КЕ ЛААДА Ж аз, а+,аз 中 的 容积 罩 元 ， 
КЁ E лы ЇЙ БВ Ва ФЕЙА НУ ИЕН о ЕДЕ 3836 Z: A A BF) 2 
Зе. ЖЖ А ТЩ ЕРЕН АЕ Ч, ‚аз, аз, 而 在 左面 上 需要 用 а, + da, 
KER а, Е, ЖЕЙТШ. НИ НИНУ i 98 na ES 8 а: 的 方向 
一 致 ， 而 在 左面 上 方向 相反 。 如 此 ， 在 右面 上 沿 向 外 的 ВЕ 
4 就 是 4， 而 在 左面 上 它 是 (一 49g0D。 由 并 界面 很 小 ， 沿 过 样 的 界 
而 的 曲面 积分 | | 4,45 可 以 用 被 积 男 数 奥 对 只 的 界面 面积 的 乘积 来 
ео, ЖИ, КАИ BJ Oase, ЗАРЕ 
Aqdsadsa| уха — А 18:3 | q1, 
0 38 38838 РЯ BË УИ ВОДЕ Ht А 
А 48253 | дада — Andssdsa| qi. 
KE KRAK (104); 
Ag HH 519103 | Qi yagi — Agp H TI qq das 
= [НН Ал gira HH Ag] 11042005. 


Gl 


Жи миля 50 


ЖЕСЕ С вс, Зра Аа ВСЕ 
К ЖЕСЕ Зе ' 
Ә.А 1) 
— Кей 
ре 9 BU а гө 
OHH Ap) да 
аф" 
п Нй ЕЕЕ 
ВСН, Ha sA 
4 йз. 
ЕҢ ЗА W ie АЛИШ, ВАЗА (105) 中 得 到 的 容积 单元 
КАК, ВЕ НИЕ И: 2: ПГ ДЕ EE А ЕСЕ BJ ЖЕЕ К 


Даат) | Эна, | DHA] 
Po 09; Oq: Oqa у 

ДЕН A СЫ, Вл UCM) 的 梯度 场 А 
一 crad U, 


18 Е, ВНЕ А п. ERR U 党 方向 q, ВЯ 


dg iq tiq; + 


093103 Я 


т) T 9,йаз0743. 


106) div А = 


N í 1 40 
到 
Я š 
Аз. -50 2“ Н; Oqa 
В.с 2281080: 
| А _ 1 oU Eo s" oU 
#7 H, 04’ Ü Jr, ада» 


RAEE д з; (106) th, ВИЗИТЕ ЕН ЗН 
РЕК: 


1 fð /HH, ðU), ә /HH ди 
(107) AU= div тай И и |а (А Н, AANA ба; 
2 (пн, вру 


Н» oq 


238 高 等 Ем хх в 


Ee А _——у- ИИА. 2ана ——————аанна НГ ЧОНЫГ ИӘ ЫЫЫ 5 - — н Н 8—–Ы——08—0—8—-2 ла. әт тәни, – — 


EEE а,,а:,0з th, Pred E AU = ОИ ЕТК: 
д /HH, ðU) , д Инн, ðU), д [HH ðU ў 
(108) al A a tanl Н, A Г Н, бр) == № x 


1 .球面 坐标 ”在 球面 坐标 的 情形 ， 公 式 498) 有 下 面 的 形状 159j: 


z =Y sin f cosp; y=r sin 0 sinp; z=rcos g, 


ЗЕ @1=7,9:=0,4:=ф. Rt ds; 
ds? = (sinfcospdr + гсо5бсоз р df) —rsinbsingd pY 


+ (1109110 dr + rcosf)sing df) + rsindcosy афу? 
+ (созба — rsinbd Y, 

或 者 ， 去 掉 括号: 

(109) 8? = dr? + rqdb?+r?sint0dy?, 


|- 
а, Н.=1 Е. =, Нз = ғ вм 0<0<=, УД Н» >20. АЯ | 
(108) th, ЕЕ А УЗЕЛ Ж 
8 fla „г \, ә ay ә 1 öU 
дг AG и дт )+ кле ШЕТ, 2 十 sint дф )= 0 
或 
a f 3U 1 af „гуу, 1 U 
(110) 2 (; от )+ sint а д6 )+ 91120 29? = 0. 
АИ ЖЕН ОҢ КЫ ФРИ. 38 = С 
a f, əU \ 
| êr )=0, ` 
由 此 
i 20 Е 2U == _ С, 
ñ ar | С. or i 
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求 积分 ш КЕЗ Р 


(111) rr = Сл 


--+C3, 


其 中 О, С, 是 任意 常数 。 记 住 r N M 到 任何 一 个 固定 点 
M。 的 距 肉 ， 冯 个 定点 我 们 可 以 在 最 初 潍 择 定 。 特 别 是 当 O, = 1 而 
С,=0 时 ， 我 们 有 解 上 ， 关 艾 过 个 解 我 们 在 【87] HEERE. 


2. 柱 面 坐标 ”在 到 情形 下 
x= posp, у= psum; 2 一 2 
所 以 Q =p, qam ү, @зз= 2. ЁЗ 43? 就 有 : 
ds? = d? + pdg? + а2?, 
ШЖ Н,=1, Н,=р, R i=, BERR (108), EHEER PAY 
WA REE: 


) 20620) 
AG ap )+ Al р оф Tje j OZ 0, 


或 
ar ar 1 ar U 
(112) | Б) Fa TE 025 == (), 
F EE— ik ЖЕАР, ЭЛЕН, ЗНА OZ НИЕ 
р НЯ: 
(113) U =Сиео-+- Ст, 


BU НИ *， 就 是 在 所 有 的 平行 於 平面 XY 的 平面 上 的 
WENU 有 同 -- 的 值 。 过 时 ， 只 须 着 碟 在 一 个 平面 XY | 的 慎 (Ж 
面 的 情形 ) 。 在 过 情形 下 ， 丰 角 坐 标的 拉 普 拉 斯 方程 此 


9 2 
„ж ШЕ C ssp 
даж? ӧз? 


ТЕЛШ ЕЕ ЖЕНИ (o, $), № (112), АЈ: 


390 д = B 4 ж 程 


КЕ АРЕ 
‚80 


НАА; (113) ЯН , ТИЕР › ве АРЕНУ 
解 ， 其 中 p ЛЕВЕ Р ЧИЩЕ, HATAR в 一 


= 一 lgp 来 替代 lgp. ЩЕ, ЕЖЕ, НЕ ЕЕ 
ЮЕ ЗУЛ ЖЕНУ ЖААЙ, MERET. EREA 
E skia TB EREM S EIA о 
ТЕД {АДЕ Еа RRR, Е, ТЕТЕ ПАА ， 过 个 数量 或 向 量 是 
时 间 РД MEt REMASTER EREEREER о ERAR. ЕН 
FaR v АЖЕ АНА), 

REPKA ERIS U 的 天 小 的 收费 。 可 以 分 坑 下 面 南 种 方式 来 考 谋 。 

1. 和 注意 在 於 空 间 的 雄 定 的 点 ， 来 碎 定 在 空间 半 一 目 避 的 天 小 的 改色 澡 座 。 如 此 我 们 爱 


R ШК Н, петтинга ТЕ, 


дЗ ДИЕ U ЈАВЕ, ТОЕЛА HA ) RENT 
BE ， 我 们 应 当 对 : 求 微 商 ЕАИС ВАНО, HER RIRN: 的 
微 商 时 ， 不 仅 是 直接 对 + ЖЖ, ЕН ЕИО MLH y) 对 + 来 求 。 在 
BRET РИО, БОННИ НОВО ИИ: 


dU OU BU ах ФО dy | HU dz 
dt ot дх dt öy dt 92 dt 


iu LIR F RE: 


(114) dE = ЕЕ + U pra z * 


在 【114] 中 我 们 已 径 有 过 实质 微 商 的 例 , R RNEER E ATA] 
ЕЗЕН ЗЕЯ Во 


„ёй - 
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БЕ, ЛЕНИ AM, A ЕВА 


аА 2А +24, +24, ‚дА 
С 


2 


d д сх pz “° 
或 
(115) Ед 00 SA + (vrsad) А, 
di 21 


НЕН Й Cvgrad) 有 下 面 的 意义 : 


dz 

在 公式 (114) Ж (115) 中 的 第 一 项 ， 喜 是 对 时 间 的 仿 微 商 ， 表 现 出 在 其 定 的 位 置 适 个 
ЛЬ ПІ НЕВЕ ЛУН ЖЕКЕ Ж 

НЕЕ НАК БАРОНА RRR] o TE 
ЖЕНЕКЕ, НОЖОМ + ИЖ ЕУ РНЕ: 1) ВАКЦИНОЙ e, 2) ROEN 
БШЕК ОНИ г 的 微 商 时 ， 我 全 可 以 把 道 种 对 t [КИЕ КЕНЕ ЕЗГЕШЕ ЛУК 
РЕ, ТЕКЕ РАНИЈЕ В [I,693。 泛 个 工作 主要 在 长 引用 BEENIE 
原理 。 积 分 对 上 的 微 高 由 雨 项 粗 成 : 第 一 项 ， PARRER RETE, НОЖЕН 
图 数 寻 + ТИШИН [80] ， 第 二 项 ， 只 考虑 积分 区 城 的 改 移 ， 计 算 它 蛙 ， 算 作 被 积 醒 数 不 随时 
<А 

我 们 来 考虑 下 列 情形 。 | 

1. 2 (о) ДЕ, UG M вии. РЖИ 


д д д 
(vgrad ) = уч +2, ЕТ Ap 


的 公式 。 
容积 (о) 的 界面 (5) 的 每 一 单元 dS, ТЕБ ЕДА] dt rh, ВНР dtvna5， 
其 中 (Cn) 是 曲面 ($8》 的 向 外 的 法 糠 方向 [114J。 


渭 楼 的 容积 的 改 释 量 乘员 对 赂 的 被 积 责 数 的 大 小 ， 沿 末 个 曲面 (S) 相 加 起 来 ， 就 得 到 
Жо) Ма, ВОИН D: 


1) 22518 о 与 Е Е 
ЕА, 


= 


392 高 等 нн аиы H 


а ољ, 45 


(S) 4 
用 dt И, НН ЕАН s ВИНО. 


ahs Suess кеше dS, 


акр, 
(116) ише = ) — Z -+а (о) Jae, 


а РА Z, ABAR 112 


依照 公式 (114) MIE 


div(U v) =U divo +u. огай, 


公式 (116) 可 和 帘 以 成 下 面 的 形状 { 
(117) ое ИШЕ | +Udivo №, 

«ЕН А+, M) ЕЖУ 
ЯСНА: 

а 
з) | 448. 
($) 

за Ж (5) 是 运动 介质 由 的 某 一 曲面 ， 而 Сп) SL (SD 
HEERES io TRARRE p, -FE 
(118) j 1-5 — ag | 、 


CS) 
现在 来 能 定 第 - И, BEHA АШЫ ЖИ 产生 的 


一 项 。 设 лови, ЧЕН 
лс. РИЖТАП ИНЕ ЕЗ СОЛ E (El 98)。 在 时 间 区 
[#] ar 中 曲面 (S$》 措 莫 出 一 个 容 各 СОР), ВАНЯ 


и: 
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曲面 篇 界 : 曲面 CS) ERA с {ү SO 曲面 〈$ > 在 时 到 : 的 位 置 CS, ш) 5 И 
及 在 时 了 间 区 则 dt ПУР СГ) 所 描 募 出 的 曲面 (8 7 ВАТА SO 的 面 德 起 元 是 : 


45’ = | dsx o | dt. 

Ke (n) ESOR (S, L qr ERRER И, HTEFHRJBUJ— Mo ИЕ CS,+a у БЕ 
的 方向 是 由 容 种 C6) НН (SO 上 的 法 称 方 向 也 记 作 Сп), ЗНА СОР) ЖЕ BI St 
АЈ, На CO 内 过 柑 的 方向 ， 使 得 ds, о, Ва (S') 上 的 Сп) ВНТ НЫНЕ 
Фе ЗВАНИЯХ 

А,15' = А+ (ds хо), 
所 专 由 虎 斯 慰 祝 格拉 得 斯 基 公 式 得 到 
(119) 3) á S= | f aasta | À · (ds x o) = |) div À de. 
(Stai) (S) 
йү CSO 的 积分 前 的 С 一 ОНЫХ CS,) БИЛЕН (ОУ) 之 内 。 不 过 ， 由 [105 ] 知 
НЕЙ 
А. (15 хо) = ds (ох А) = (ох А), аз, 
其 中 (sx A), охл E ds ПАН ЕЮ o RERE НД NAANA 
J A - (ds x ú) = j (0 x A) ds = =)! rot, (© x А) 45. 
(2) Sr) 

TEM СӨЛ ЕШ ао 45а, 其 中 ds 是 曲面 So 的 面积 л, -HAA 

《it19 我们 得 到 : 


Jf AdS 一 jf Ands = dt ff [on div A 一 tov(oe ХА) dS. 
(SE dt) (S4) (S) 


mdt RRR AECE EHEC OEE ЕН ИКЕ ЖЕНУ ЕЛ, 
РП F55— C118); WERE 


дА, 
(120) ГГ Ands = |! Ë + t, div А + rot,(À X os 
(5) ) 


若 (S) НРА, ТЕЛЕНӘ АНДИН го СА хо) 的 一 项 就 没有 了 ，。 MENE 
种 请 形 的 公式 可 以 由 (1167 ВЕН. В, Со ERRA ARAH (5) НЕ, 利用 
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一 


一 一 -一 一 ee Ў А4. ————_——————а — иена — =— R з — AI 


НН ДАЖЕ. (116), 4931: 
| 5. #111 {dwAao= | ИЕ div TaivCogivA) № 
КЭ. 


Зб dt 
(р) 
°С", ГА | дА | 
= div| 一 一 - x (1) = ~ + > 
||) vhs + озу A | ја) РД Е - „АА )а5, 
(D) (5 ) 
З.А КЕРНИ ИАН НИЛ : 
d! ^з А 
г | А 5» 
е8 
ДЕ Жини 
(121) 2А, qS 
ё ct 
1) 
现存 来 确定 由 於 这 曲折 的 运动 所 庆生 的 " 


SIR o TEINAR a О 
HATE CBS, УЛИВА СЕВ 99): Mi 
BAA: ЫШ А 
ШӘ В, В» 是 CL 在 时 到 + 十 dt тугу 
Chad БМ MIRA, В, яа лав. EMR 


(т) 
СГ) ПОТА A, ВЕ As ЛЕВЫЕ] d: Piiz ds 
ЩЙ» н) И ASKA HY [| 99 
(122) | 4 + | 4;4$ 一 | As ds 十 мыла 
&А‚8,) 43 ар) (5141) 


ШУ С) 8 GQ a 的 积分 各 取 由 А: ВА B. FJARB AII N CO де (95) ЙК Л 
向 使 得 GO .上 的 向 量 4s，v, (п) КИВАЕТ ie КИМ. В.М BA 


ВОО а ЕК, ВНР БОЕ, EIR А Ft 
182806 v dt PUWCRLRUNI HI 3): 
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ee 


ДА. 2 Hg — Ао 
Ж (ВЕНА НЫ BA ЖЖ В: 到 A, 的 ,就 是 办 的 方向 相反 的 , 上 
ЈИЕ ЯВИ ЧИЕ Е ЗЕ ТЕА A, В А, 的 值 。 
ÉH 8 83] ГС с жа 
dS= !dsgxp|] di 
而 曲面 的 福 迷 (nn) 就 有 向 量 аз Xv АТ, ВН 
rotnAds = (ds x о) то Аа? (их rotAYVds at. 


於是 公式 (122) 给 出 : 
аа IF = Mt х o) а. 
Cd (1,2 CL) | 
RER аг НЫ, РИШ F55— 121), ВИО, AART 
AER CO 以 替代 ПШ; 


а 
| —дА@ 00) 1 
(123) d | 4sds 一 4 002 AD. 000) 


дА 
+ ШЕ + (rot Ах о, | ds 


(5) 
HARO 是 封 阴 的 ， 则 种 分 以 外 的 十 项 全 同 ， 认 是 我 们 得 到 |: 
| 6 дА, 
(124) 71] Asds= | [Ж Tema x о) ае 


过 侦 公 式 可 以 用 较 简 晶 的 方法 求 出 来 ， 先 傅 照 司 逻 克 斯 公式 化 吉 Ш o SERA 
A (120). 
РЕЖЕ а: ИНО СГ) ТИ ЕНИ» {КЕҢ ЛЬЮ (195) 


(125) 2} o ds = 90) ooh. 0%) + I: ° + (ro) Ф x о), азҹа, 
(i) 


Sie # —! 21) |2 4. ) |> Jt соо X: о), jds. 
г) 


向 量 rotv xv ОХ ВЕ 


БИЧ, ПВ ue PISAR: 


005 OUr CUr 
А мл жү 
q РА 
- (=: Vz t Әх Y шее 
HE, AM (115), HE RREFEN: 
тир БК. тай|о|?=ш в 
d a 2° дї 


其 中 w 是 加 速度 向 量 。 代 入 到 1232 H, ЩИ: 


— 7 та | U | “, 


(126) а j vds= 0P p — |00 F j [z — 7 gads o j: ds = 


ш (7) (0 


— > l) — 20 yq { жааз, 
qi) 
[К ЕВА: 


| атаа, K Е ds = EAG Ë — | 001 [3 А 
(i) 


ВВ ИЛЬЕ 


121. ЕН, ВИ ВЕ оон 
AMATE, DERRERS, ERRAND SS DERN 
Ho ЖЕШИЛИП С ВА, MARK Rush HNN, 
EARRA EM ВЛЕВО 

ie SA ETIS: Е: C 单位 
向 量 ) WIZA SRE, пам “АТА. 


HEE., ЖЕЛЕ, А:А = 1, ВА Е Жн, а 
到 : 
JA JA 
шта SSL 
ЗЕВСА РА АЯ АЕ, ЖОЙ: 


dA „_ мын. ЧА 
= GSSs з y LA, 


888, RE mE 


ТА ЧОМЕ, МИРТА 1 А 就 有 明显 的 意 闵 。 

BEELER KER СТ), ЕШ 
а EE 
量 上 来 确定 。 我 们 可 以 用 由 某 一 定点 0 到 
А АООТ РАК Сг) ЯНИЕ 
alig (58100 ) 。 我 们 知道 [107] (# 


南 所 输出 的 向 最 的 方向 是 治 着 曲 SRAID Шш 100 


(397 ) 


393 高 等 数 а н B 
а р. MIRER и 
依照 指定 的 方向 来 计算 的 ， 则 微 亢 全- 答 出 切 牧 的 单位 向 量 t， 它 的 方 
А) Pa гда НН АН s 增加 的 方向 一 致 : 


' dr _ 
(1) Е 
RRRS s 的 微 商 叫做 曲率 向 量 : 
x аё 
(2) М ча» 


站 个 和 商量 的 长 度 表现 撕 向 量 # PJ НЫ, НИВ 
曲率 。 

ARI Е BB ASTRA ЕН, НН ВЕНУ, ЖОЕ. CE 
ВАН [А], 


6(5) 


(565)- t (s) 


В 101 W 10° 
Ў, НЕ ЕЕЕ НЕП, CAD jim ЕНШ, 625 
Ав`>( ,‚ SECS + As) EC) 的 方向 指向 适 一 便 。 
ЕВЕ, DE N 的 长 度 呀 做 曲 义 的 曲率 ， 如 果 引 用 记号 
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ыы 
(3) М 


Я р THEMA, СНЕ РЕ РОЖЕ a Ba Iy EERE п. 
就 古方 向 各 N П е ВЕНУ НС 
根据 (3) 就 有 


(4) N = т 


在 n У, А SKOR ЕНА НЕА ВЯ ERRA А), РЕЯ: МС, 
ВН ВЕСЕ КТЕ М 的 曲率 定 径 р (1102). "ЄН С ПНЩ 
HAREE M 的 曲率 中 心 EH М тШ СГ) 移动 ， 则 CÇ ШОУ 
жч А С ЕК (Г), БШШШ СГ) ВОЛЕ АК, ЗЕЛЕНЬ, 
ЕУ Е ТАА 9) ЕЛАНА Bh Ay BS К, 


ТРАЕН. ЗОВЕ ИТИ ©. иг п BEERE. Ж 
是 dm п, RET RIRE HIRERE п = 0 2} s RA 
就 有 : 
Noentte = [). 
不 过 向 量 N naa ЕН (4), Nm= 一 -， 所 以 由 


о G= HRE £ N ЛЕ, St 


$ 


得 到 бп д ЕРТ, ШЇ ВЕЕ, Жл. 
| ап _ | 
(5) 9л 2-1, 


Р Е, Peris AAIR (7) ны ИД, Ш 


ri 与 51 Д-ВИ ОСЛА А CL, I) ПРАВЕ, НАЗ СВ 102) 


| rr = r+ on 
$} s ЖЇК, 得 到 : 
ағу ар А „п 
ds ы ds De ds 
根据 (5), ЖЖ: 
dri _ = EL ©. _ dp 
(6) _ tT =a Е: ds 


BARAZ ААНЫ, СОНИ, Zee АНН, 
НУЛЯ, Ем, ИШ (CL ОС ВЕЛЕНО ШЙ 
平行 。 不 过 过 两 休 稼 都 通过 同一 点 C， 所 以 它们 应 当 重 合 ， 认 是 我 们 
得 到 渐 屈 糠 的 第 一 个 性 质 : 曲 粮 的 法 糠 与 渐 届 粮 在 对 应 点 相 切 。 

EIR HIRR ЛЕШЕ, 我 们 就 可 以 得 出 渐 届 义 的 第 二 个 性 
Ж. ВЖЕ. 

НИИ ЛИДЕН АИ ЛЕО 0 ERRA 合 画 数 
的 微 商 的 法 其 

dri аг .ds . 


=: т: 1? 
ds dsi d., 
其 中 t, МИН, EAZ) (6) 中 我 们 得 到 : 
481, _ dp 
к ш 
ВЯ, Ноа S KASU БЕД БЕБЕ, ЖЖ: 
qa  _ ар +S. Er. 有 
РШ Ош =, Жл: | ds | = | 4], 


RARER, RHR FENER MEHIA Я Е, s 与 
p 的 大 小 一 竟 培 加， 就 可 以 寅 成 ds; = do12), WAMA E ИН #z Ez spa 


DORTE о 9880, Kaspi Ses s, 的 方向 ， 以 使 得 :1 в о РУЛЬ 


ли M y # нж Wë 401 


т, И ДИЛАН) g E: ВУЗОВ а: О ЛС НА BH РИ) НН ЕЕЕ СЕ 
Sm. ЖИ, РН НО АРЕ. ТЕВЕ РЕА СКВ 
BEE, "СХ yas ЯНОВ ЕЕ ЗАНОС В, 7E 
102 的 情形 下 , ЭНЕН ЛАН FE АЖ: М, С, MC 
= CC. 

ЖЕ. КЖЕ ААЖЫ OX W OY , EZ ФЕН f 的 方向 与 OX 9 
ТЕН EE, ДЗС НСК Е Ba {у [пр Шс, ЗАРЯ: 

{= cospi + sing j, 

Hub img + 4£SH ОХ їй OY ИННЫ. H ЕЕ АА s Ж 
ARA: 


N= —sin ФР {+ cosg Ej, 


由 此 求 出 曲率 向 量 的 长 度 的 平方 是 : 


1 „ | 


—=—" 
— 


p | ds 
如 此 我 们 就 得 到 在 [1,711] PERREN HEREA. 
НН ДЕ 1 ВН (L) МАСЛЕ: 


(7) у= Р) 
Ë И ЕТЕ ИО БО Б: 
(3) Уи Q) 或 (Х-х)+у(Ү - D) =0. 


=, (X Y) НИЯ, (х,у) БШ (1) ҺЕ M 的 
AS, ЗЕН uE z (7). ЖА, В ЕЕ хс ДЕЎЕ 


402 高 ът иж и К 


OOO | 


牺 族 的 方程 (8) ТУВЫ, WHERE [10] 
UNERA (8) БЕ, ПЗЕ ЕНИ РЕ: НЕЕ (8), д 
是 由 方程 (8) HARE z 求 微 商 得 到 的 新 方程 : 
(X-x)+y Y —y)=0; 
АНУ LI 0 
ERS ЖЕНЫ =, MESMER X Я Y 的 方程 。 
ДЕР ВОНО НГЕ, CREMERS WI (B 
作法 ， 就 是 由 方程 宜 (9) ЖЩ ХШ Y, НЕ r ЖЕ, а 
БЕУ шр эг 


К Ke pe m _ Ж у Де 
(10) олы Gs reya y 


ECARE СГ) RR а, REAR (10) tB v 对 z МИ ИН 
ЕА В ЖЕЎЕКЕ [1,74]; 


(9) 


(ФУ 
фы Шз n шы 
dx’ | dI dr i 


PERAR EARRAS (10) P, WEKE RE Рам 
程 : 


| | „дубал? + d) 1 at +4?) 
1 N ssp =s = Fe e 
G1) ü аус хау ' е Фуйх — хау ` 
例 В 
en а) 
ИЯ. 
Н RRRS ре 


工 一 Ccqsl $ ру бу 


代入 到 方程 (112 中 ， 作 出 莘 埋 的 计算 : 
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由 道 两 个 方程 油 去 容 变 量 -MYRRA BATERA» BARIH A 
Е О Р: 


' 3) 2 
а X° +b” У? =(а?-5)* 


PARE EIFE, A HEEE fa РУАН о 
ТЕ, CRRA CHRE FEIE 
ERRAI ARTE EALA A SRA, 
它们 是 歧 点 ( E 105 )。 


0 
В 105 图 101 


З.К. у:=ах° ПН. PRHE (10), PEN 


X = — 4а?з?. Y= Зал? 


HEREZA, АФЕНДИ НУНИ YR ЕЕ C 图 104 ) : 


= 020 53 
T De +5 Х | 


404 高 等 жй K B 


图 105 
5. ш 


X=at—sint); у=а(1—совё), 
利用 公式 C40 › ЖАШЫНА БУЕ: 
Х=а( йы: У=-а( оз. 

ЖЕНИ, PRENIE- amma, MENUER Pi 

位 置 不 同 ( 页 105 2. ВРЗ E, 看 :=t 一 x， REAALNE 
X+am=a(r— sns); 
Y +2a = а] cos), 

СНЕ ВА ВЕ, 

122 ЗН ня (L) SERME (L) жа, MHM 二 
я Шиле, KRESE | 
Е, ЕВЕ, Ж 
С 是 CD БТ, = ЖИН l 
ВАНА, АЛЕ (Li) ТЕЗ C 的 切 
ЖЕН) ТАЛ ОШ ЕИ SR Ez СМ = si 十 Ga， 
JLP a — sal TA, EAS JES М 
Е И 
ЖЕЛЕКТИ (9106). £ 
TAIE RAGGHIREECM 是 м). 
їн C MER RA- 29 Е 
т ИН СГ) RD АРАТ, РОЛИ 


a чи 


йл Ww O Ж jj & g 405 


— = 


E, REIFE: 
r=r;— (81 tadh, 
由 此 游 s, ОКТ, | 
ары (69 +а) с ‚ ЖЕЛЕ = 一 (si 十 G) Sh, 
ds, = 


НН, 98 (Г) 的 切 牺 平 行 的 向 县 人， 同时 也 平行 大 向量 1， 


就 是 平行 从 (2 ПЕ, DA СУМИ СМ Е CL) ВЕ. 

在 公式 CM = =, +a 中 我 们 可 以 给 常数 以 任意 的 值 ， 所 以 轩 e 
一 个 给 定 的 放大 各 ， 可 以 得 到 无 项 多 的 新 伸 委 。 由 过 个 作法 推 知 ， 任 
КА ИВИ А ЗЕ ВЧЕН, Ч НЕ Е О ТА СОВЕ 
RRIS- дА БЕ, MERSENNE МИЕ i ПРКЕУ ВВЕ а Е. 
B ЖЕНУ КЕШН ӘК, ИУС :1789 Н. 

123. НОЖИ ЕЕ ЕА, ЕЕ Д ЕН 
(12) =»). 


KZ, RAREN, 任何 的 形状 如 (12) MFR YEKE 
ЕРШ, ЖЕЕ, 取 任 何 一 个 方向 作 X МЮ, ЗЕ 是 则 和 粮 
的 切 穆 与 庆 个 灿 作 成 的 角度 。 我 们 知道 ， 二 一 士 -97 ， 认 是 方程 (12) 
给 出 : 


T = tfs), 


出 此 


ф= + | f(a)yda +0. 


i] 
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пр ХМАО ПО ОН, АННА 
关公 式 中 可 以 算 作 C = 0, RER, НКФ 我 们 得 到 表 过 式 : 

p= + (5), 
其 中 


PE [ваз | 
Ü 


6, RARE L. 70]. 


dx йй | 
—— = 008 ф; ве: = sin (p, 
ds 


ds 
由 此 ， 根 据 上 面 的 等 式 ， 


$ 
ЗЕЕ f cos [E Cs)jds + G, 
Ü 


$ 
у = + { яв [ F'(s)]d< +C, , 
ü 


取 当 s= О КЕШЕН ЭШЕ FREAR 9 М W 7: 
С`=С:=0, HERES НН 


(12:1) х= f cos [F (s)) ds; у=+ { sin [F (5)] ds. 
0 0 


+ ОХ ЖИ. 

如 此 ， 我 们 证 明了 ， Е F, ржа (12) 7 PLRE E k Eh 
H ВНЕ, HE O2) ЖЕНЕ НН 38 В 
FE. КЕ, ИМЕ, BHE (12, ) И BJ НВА НЕ ИН 
恰好 是 由 公式 《12) ВТ E BJ 


第 五 党 пл 何 基 W 407 


在 过 意义 下 ， 方 程 (12) ПИ НОЖКЕ, ЗВАЛИ ЕВА 

Т АЕ ЖАЮ ТЕН SE ВНЕ, Wu H. ЗЕН KEAMER СЯ 
ЗЕНА). 

例 1. 若 方程 C19) 是 е =C, ЗВЯРА, ННОВа ВЫ 


方程 01,711, ШИ ЕЖЕ П, ЕРЕЕН ЕНА, 
з.ни RREN | 


2. = 248, 
г 
其 中 2a E ESRR TAWE Fo EMR aN: 


$ 


z = { соѕ( as? jda У 
(13) 
$ 
у = f sin(as’ jds 
0 5 д 
根据 积分 
= EXD 
j cos(as2 ds; | sin( zs? jds © 
0 Ü 
Ü] 107 


的 收 租 性 C83), прити, W:s ШЕЙШЕ, Е 
шй и ЕЯ, ВОНА ГРА НИЕ, НЕОН 8 89 Sk 
(#1107), AESA (15) 中 $ БИ» ИМЕЯ ВАРЫ НУР. ШАТИ 
gun kh SR, ТЕСЕН ЕДБ. 

124 BJ 5905323 ZEAR (L) 可 以 用 由 原点 O э ШЙ 
Ем ПНР г ЖОЙ дЕ (图 108). HUHH AR8J di z s Е 


HEt, Кг 的 微 商 ， АН Е) фи в [107] 


d 
(14) г 一 N 


408 A “уг Ж к 


Е} s 的 向 两 叫做 曲率 向 量 : 
(15) SL =N. 


过 个 曲率 向 量 的 长 度 答 出 申 糠 的 曲率 — / 
So ERER o ARPE RE 

E RERE, ДЕ N ЕЕ, 
Т8: ЛУ 0) 3 m БСВ ВОЗЕ ERA = 103 
向 。 引 用 单位 主 闪 入 向 量 n ， 可 以 写成 : 


(16) N= n. 


ОГА ЗЕ Е п КУ: 
(17) b= t xn. А 
jaa [п] Е l W 88 ЕВГ Е, 

дв А Ba. {у їп] a Р@ АЕ EE НОЖА] ВЛЕ 9 ГАЈ, “РР ЗА Ç Pr aB НОВ 
WISP (Г) ЕЕ Еф, РН, ИН £ 与 п HRE ЎЎ 
所 在 的 平面 上 , Е ЙАН) St БЕ НЕЕ, РНЕ 


ПОНЕС pe HH enr E НУ ЛЕ „ И 表现 出 曲 入 肯 


开平 面 形式 的 偏差 度 ， 它 咱 做 后 率 向 量 ， 现 在 我 们 证 明 ， 搁 率 向 量 平 
ОБЕ, ERA (17) 

db 

ds 

ВН М п У, Иа, ИЖ ® 


(18) Tere as 


-=N xn+tx сп 


由 此 推出 向 量 -92 ра Нек, 59—170, JuAn, MES 
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-92 ЕЙГЕ b. ШИЕ, 08-22. 


EBREN р, ЖЕНЕ 
АА п, RERIT AAE 


(19) Е ==, 
7 $ £ 


其 中 数量 的 傈 数 一 叫做 曲 粮 的 拉 率 ， 它 的 倒数 с 叫做 撞 率 生 径 或 第 二 
曲率 笠 径 。 注 意 ， 芋 的 大 小 可 以 是 正 的 ， 也 可 以 是 负 的 ， 过 一 点 与 曲 


率 考 不同， 曲率 稳 被 算 作 不 是 负 的 。 自 然 ， 切 咎 向 量 、 曲 率 向 量 以 及 
接 奉 向 县 的 存在 性 是 与 表 巡 它 傈 的 微 疝 的 存在 性 违 先 着 的 。 
ДЕЗИН НЕ ШЕР ЕЕН ДК. BEEM ОХ, ОУ, OZ 
ДНЕ ij k, TUER: 
r=xityj 28; Ё 9014-00) 4-96; 
d? {у dz y 
N=: T dalt да Jaf 
[H EISE Ж N BJ E: Fe k 4328]. 


1 _ dr 5 dy 2 d?z 3 
(20) | 1.052) + т) (92) 
由 公式 (19) 扒 出 , 接 5 - - 可 以 表 过 上 成 数量 程 
1 _ db 
r ds á 
或 者 根据 (18) ， 


用 公式 (16) Я n BJ k šE sN 
n = pN 


410 高 等 ма хп P 


Mr == 


ЖЕ п, РЕ: 


=l t> 200). N= САСЫ] | ее 
= EXN МЕР (EX) N 


AB [и] BELEN £ x N НЕЕ №, РГБ S Bls EA В — JR S H 
Ж, КРИ: 


кл = | =). 
о Ех ds N, 


K? s n 
ее... 


T 


作 向 量 的 循环 排列 滥 利 用 公式 《14) 88 (15), 244981: 


1l_ (. dr. саа я 

C21) FNAN a ds? ' 
der dr о аА 
EE, НИ, ©, r ИЖ 


的 容积 [L105] 。 

现在 我 们 回 济 崩 蕉 曲率 的 公式 (20). EMAAR, Е T, y, 2 
ХЕ БСВ ЕН. АЛЕНА (20) 炮 换 成 一 个 新 的 
Ел, Рен НАЯ ЕЮ ЕН, В, RFRA 
У ААК ДЕН а. KAA 


(22) ds? = dz? + dh + аг? 
(23) 4547; = dz x А-у + 92422. 


此 外 ， 我 们 有 [1,741 


(24) хл _d°zda-d°sdr dy dyds-disdy d'z „Peds-d’sdz 
ds? ds? ая" аз? Е (15° 
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Ps 


代 天 到 公式 (20) Ф, WA: 


аа Td y а?а) — dsd ааа ча yd” таза та 445)? (dr "tdy 14а) 
о? ds" 


se 08 (22) Bü (23): 


Гў «шке каис ау аа I E 
5з 


Е АЕ СР ВНА, PL F 2k BE HJ 2 É 
[104]: 
(26) (eg2? 十 22 十 ez)Caz 十 2 十 cz — (ав + bb, tec) 
= (bc, — Cb, Y? + (са, 一 CC1)2 (аб: — ba), 


рУ (25) Нл ЛЕА, НИНЕ 的 公 


式 和 苦果 可 以 项 成 : 

(27) Е ШЕ 6 с 
p” (дд? +ау +42? )? 

其 中 


А = 4уа?2 —А2а?у. В =: 42а*х — drdz-: 


Ц 


С = аха?у ~ аца?х, 
ЯНА СГ.) ЖЖ ПУ И, HERE РЕН КЕЗЕ АЖЕ 


dt dt 
HARRA. ВВ: 
dv 45 ,, ds а 
dt de dd dt’ 
ПАВЕ ( 15 ) ВАС 16). 
Ps pp ds o, ds С pt _ Ча 
Ы Зы dt а а а“ ү (› - dt ). 


由 此 看 出 ， hugg Riyta phap 5. те ане К. "анай 
ха, 


412 У 等 W PH Ж a 


зыш, === Vn 


125. ЛДА А ИЕ P RJ EB 382 ЕСН НН 
EE BJ BIN ER М |ü] EP PX o 


+—- m — 


СФ ZIN Zt АЗА July ТАТЕ 32 < 的 微 商 
BRER, 
单位 向 量 t 的 支 量 是 aq,， Ву, WEAR 
dt ar_ 1 
| ш тт 
Ж ШЕР ЕН АРИЙ ДЫК: 
Ча _ в. _ Ë . dy _ 
(28) ds о? 1. pp аз о ` 
同样 由 公式 (19 БН F 81 И УЙИ oN: | 
das а . dse В. dy _ у /- 
(281) ds с as т‘ | 
@п EE ка Ltxn== +- Lb 
ds р. о С 
ЖИ H he 46 — Bl a Zl] gy X 
de, а | аду _ В Ва | ал __ y » 
(28:2) da p ras p r? ds | p Е 


HEAR (28), ЖЕЛ, ARA CL) ШЕЕ ЕЕ, RU 


БЕНЯ, HRE ме ОН 


НН, о, 与 7 是 常量 。 ЖЖ, ВИ [1,160], У 
ШК, В А-0, 7 м ини 
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Е, ПДА х, y, Ка, WER, МЕН, 
М ЕЕ ВА, ЖДЕ ЖЕШ АНСЫ ЗЕ, RE ИЙЛЕ IF 
CESE 
126 .密切 三面 hai tS npe EARR ЕЕ 
gd 
由 於 半 是 一 个 单位 向 量 , E RJ uJ Sa Sk SP О ВОЗЕ Е. brb, 
由 公式 (17) 推出 : 
Qa = br=t nz tony,; 
(29) 8, =b, =. tn; 
Ya =bz= tny Вх, 
ЖН i nn ARE £ 与 п 的 支 量 。 不 过 ， 以 上 我 们 看 到 ， tr 
ty, 8 dx, ау, dz ИЯ, Шт», пу, n: Ара № В Зс 8 4 
Й, ийин TT, VaT, RE (24) ШЕЖЕ 
#K 98 РНЕ pk. Я: 
(30) 42хаз — зах. dyds— dadg; dizds—d?sdz. 
在 公式 (29) th Hi dz, dy, dz Е, tyo в; № GO НАК 
&п.. ny, п, НЕ, АВЕ ШЕВА РУКЕ, 
成 比例 : | 
(31) А=42 - агу; В=4гә{л—4хл л, С = хау – ауа, 
РЕ ЖЯ | ИЕЛЕП [124]. JH (w, у, z) ВЕН CL) Б М 
ВАА, БН В) PL Г НУ А: 
А(Х—-жу+ ВУ —y)+C(Z-—z)=0. 
127 Е ВИГЕН, ОНЕУ OZ BI, МААЕ ХУ ЕН 
Жз СТ СВЕ 109). В ВЯ С АЕ о, ЕНБЕК O X AKIA 4 ВАЛ ER 
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JARO MARA EE 
(32) ж=фр(о)у;у=1Ш(о). 

在 CD 上 截取 某 一 段 号 4N， 
РЕДУ О2, RRR Бе N M= 
kuy 36А ЕЕ 
ЮС ВЕНУ ЕАН Q ЗН М РУЛЬ 
ИИВ E RTA ПИКЕТ 
to НВ Po Eñ ФЕ SL 
是 : 
(33) х=9(0); у=4(0); z=k. 

ШУН ANE MCA DOUBLE * 。 我 们 就 有 : 

45? = ах? -- ау? + 02° =[ ф'?(0) + (ау А? Јао. 

ЖА ”Ko Фо) ЕСН (Г) ШЫ АВА O X НАНА JE 8 П, 

70]， 所 以 9’ Со) Ф C=; ЕЗ АКИЯ КНУ: 
йз = 14-02 У, 


ima в „ = йет i 


由 此 
з= рф G. 
HERTE СГ) Н Ж OZ RERE ЕВЕ: | 


„_. dz _ dz do _ Е 
′ ds Фс ds pr 1442’ 
Жат ЕШ — MEA: RERI BR — ARR ERE So 


由 (C98) 中 第 三 个 公式 。 在 过 情形 下 它 给 出 : 


я; 
= 1 ci: 
0 =. 9 或 71 4; 


Pa eye an ЗИНИН OZA UREREREMUNS. 3—40 EAEE 
мове, ЖЕН, Е ЕКЕНИ, HERIR ЕНОТ 
RAHMET HILEN, WERDEREM. НЯ 
АНЯ: ERER EI СЕР НЕОН, 
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ВТЕ Ар США OZ AEREA НЕДИ ЕУ»: зу EE y2 + 721, 
НЕА у Жу, 都 是 常量 ， 就 可 以 断定 y> 是 个 常量 。 在 现在 的 情形 下 ，(C28) 中 第 三 


MERRE -2-2 = 0 由 此 我 们 得 到 比 ЕЕЕ: 认 是 就 有 螺旋 粮 的 第 三 个 性 贸 : 


-一 ”一 -一 


ИКЕ, НАБРАВ Н Е, ЗАЗ г ЖАННЫ СГ ВУНЕ Е 
ВАЕ ВЕДРЕ БАЈ ВНР, В Ж К 


l p(o) о), 
_ 


ЧЕ )-@)+@)-( + + г 
р? = (©) „(> Та | do? 40? Hi (1+2)? 


1 | po) ПЕЕ А 1 ú 

e ау“ UFES (1 А2 
或 o==(1+k'r, MER ЧЕН, SERERE PERRE FER 5— К 
AF. ATR OER ERRER Hr Emn RE o 也 是 常量 ， е9 依照 


я Е т Е N РР 5 


TERME ENRE ЛЕОН RAEADR RE: 若 要 未 楼 往 而 上 两 个 点 ， 
ВЕЕ АТАНОВ ИННО ТЕНЕ E BRNEM. GAME HELARI 
АВИА ЕЛА. 过 个 性 质 通常 道 樟 没 : 螺旋 梨 是 柱 面 的 短程 称 。 RK 88 
А ЕАО RAER ШИА НП ЕР, 
А БОРЕА 4 点 的 母 如 把 杜 而 在 XZ ДЫШ ЕШ, ШШШ AN SURE ММ 
之 比 保持 常数 值 二 ， 亩 旋 贸 就 在 平面 上 鸣 出 一 休 直 狠 来 。 肖 样 把 仁 面 鳍 并 在 平面 上 时 ， 其 
BERRET, 所 以 上 壕 的 螺旋 可 的 性 质 -一 给 出 柱 面 上 的 最 短 距 太一 一 显然 成 立 。 注意 ， 
ЕРЕВАН ИЗ — 08 РСА, ЕСПЕ УЗЕН 与 柱 面 的 
法 稳重 合 。 ARS, 一 般 的 可 以 促 明 :任何 直面 的 短程 娘 的 主 法 欠 僵 者 曲面 的 法 入 量 
ë 
198.1 Ri R — IE y J BB, ИЕН M 85 ХЕ B E E 1 
Et. BA- ARNE НО ОНИ N 的 简 埋 而 且 秆 要 的 公式 。 引 用 坐 夺 


416 = 等 жп т ж = 


mama — — v sc. wr 


(z, Уз 2) ИННА e s ， 可 以 写成 : 


dr a. м, de, 
de © de Y? ds " 
ВИЧЕ НА MENTE ВЕ Nr: 


„ds _ te, de | ôt, , dy , д ‚ dz 
* ds ÖT da CY ds 92 ds 
或 
N — = оь, ы, 
5. £, + Fe “ 
AREA 
tz tty +i = 
8; x 求 微 商 得 到 : 
Я; OL С. 
t с 2 А пен]. 
” әх ш; да; 79 ox š 
把 道 个 和 由 上 面 得 到 的 N, HARA, ар ЕВ 
N= (= u Z) г. —( -Z са Ё. 
62 OL ах СИ" 
BER М. = (rot £ x Ё), ВАА, ЗНАНИЕ НАРНИИ Н, RERE 
ВТ АВИТ ИШТИ ЖЕ ТР ЕЛДА 
(34) N =r+vott x t. 


Е ЕЦ НЯ, MA НАЦ: N Har, 就 是 曲率 ， ‚ SAR 1125), 
由 此 得 到 ОЕ ERNER BALNE 


(35) rotf x £ = Ü 


У, ARD БОН Ва У КЕЗДЩ ИЕЛЕ, Q an НЕ [101] 
(36) ГОЁ £ = 0) 

只 有 在 rot # =0 的 情形 谋 件 (552) Et (56) 才能 同时 成 立 ， ФЕ rot £ KER, H 
人 条件 (55) НМ rot 上 St Pi RF (56) 相当 於 它们 垂直。 НН, НА 


ть 
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rot £ = 0 的 情形 ， 单位 向 量 场 t ТЕДИ ЕКИН p EE ТИШНЕ ЕЕ, 
POURRA EIER 

129. НО SHERE, ОВ ER rE Bs SH) 
从 而 的 典 面 的 方程 ， 是 显示 形式 的 z= f(z, у) 或 隐 示 形式 的 
(37) Е(х, у, г) = 0. 

HERS ЖЕН БУЫ, БЕК, MARERA E u Ва о BS EN 
BKA E ШШ LERRA: 

(38) т=ф(и,5); у= 0(и,0); 2= 0(и,ә0). 

如 果 把 过 些 个 通过 w 与 w ЖЕЕ ДЕ РЕНА A В] Ж (37) 
Вул, ЕЕ А АННЫ 与 5v HESA, HB 88 56 Ң 38 
+ u Pü o Ора, МНЯ]: 

oF . д ,OF ， ди д до _ 


дх £u ду ди д2 ди 9 
дЕ WZ та oF А ду oF aw -1 
Ox до ду дъ 92 Ov ' 


ИНН. 2E m МАТЬ Ш 


[104] 中 所 名 的 代数 的 预备 定理 ， 了 不 得 到 : 


OF = k [|£ * до 900 ° OW ) 
д2 ‚ ди GU ди 6? /’ 


oF =k (22 „_0ф др Ow J 


су ди Ov ди 29 
дЕ = ( др 90% _ дио, ет.) 
д2 ‚ 6% дә ĉu 8 }? 


其 中 天 是 其 一 个 比例 傈 数 。 般 简短 起 见 ， 我 个 用 下 面 的 记号 来 吧 上 面 
ВТ 26. 
ow до дю, дф _ dy,2) . 


-— ла има — 


ĉu б? ди дә 4( v) ' 


418 高 等 数 я & в 


一 一 一 一 -一 一 .一 一 一 — = — _ 一 .一 一- 一 -= =- nm тшн — ——.-- - —=-.TÇ v&ə32#⁄⁄ 2?b 13s+-+'2Ñs"À| s sry 


„ди дф дф _ до _ @(\ї\г,с)_. 


Фи 6% Cw EV Чи.) ' 


да, 90 Əv др _ dÇ y) 
бм б® Pw Ov dlu v) ` 


REAN, ЕНА 0 Cay, ЗЕ НН ТУЛЕ ДУ Fe nj PJ 
写成 下 面 的 形状 [1, 1603: 


oF ‚. ЭН’ | oF | 
с — — T = —_ VY мы 一 人- а о 一 一 3 =: | 
T (Хожу Ур ( yj- F Z—z)= Ü. 


RE ПЖ, ZE. LE, ЖЕНУ B 
写成 : 


39) 20.2) (хот 2:2) (ү 062,5) соу 
39) duv) AE dlu, v) ы У ш) тлек 


REAK, ЙН ЬУ ЖЕТ ИТА Е НЕЙ 

ШИШ. ЕЖЕ M [ИУ ТЇ 22888 u В о 的 值 来 决定 , 零 是 过 两 个 做 
А РН ih E НЧЕ}, 

KARE u Во ДЕВИН, ДЕН ГНИИ, ЗН 
THERES: 沿 着 坐标 各 w=0C, 只 是 2 U, PALER = C, 只 
Eugi, ЗЕНОН БЕРИ, 

EREN, ВОН ЕН ЛЕЛЕ [ШОЮН ERE R 的 球面 。 过 个 球 
H 0 Я Fa Г РАБ ЕШ 69 E Р: 

х=Аяци сор; у= R smesny; 2=В сом. 

ДЕЗЕ OE F, ЖЖ u = C, 与 = C, ДОНЕ L 082 4 89 
ЖЖ 

BAERE Н, 我 们 可 以 甫 由 定点 О з) тат L69888 M WROTE) 
BER u 5) 来 表现 曲面 РНЕ а r, Б r, 
ИДА ШЕ АЕ ВЕНЕ, (&HR [1380 ЗЕНА ОХ, 
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OY, OZ УА Pus Wus Ou AR Pos Wos ©», 由 此 看 出 ， 
切面 的 方程 (39) HRR E EAA Г’, x Г’, АЗЕ Б ER EEE 
ДЗЕ ЫЈ Ж r' 的 向 量 ， BEA ШИШ ВОЕВАЛ ТАЈ НУ 向 
量 。 过 个 向 量 的 长 度 的 平方 ， 显 然 由 向 量 rux ro WE ARARE 
ЖЕ, "Б кл HS ЇЙ [н] А7 ЖЕ D, РР 
法 和 绿 向 量 对 我 们 有 很 重要 的 作用 ， 我 们 可 以 把 它 写 成 下 面 的 形状 : 
p'u, x r, 
"И ах, 

ЯП Ж-ОЖ Б S НУН) А НО ГА АЛЯ ЛР, ЖАН БЕ 7 ГАЈ Е) [а] ar. 
以 下 我 们 将 用 一 定 的 方式 固定 因子 的 硕 夺 ， 也 就 是 用 一 定 方式 来 固 害 
ШИШ К ln) | 

在 曲面 上 取 某 一 点 М, 通过 演 彝 在 曲面 上 引 任何 一 休 曲 乏 CL) 。 
Е, ЗЕЕ, WEC u 与 v СВЕ, ДИ РЕЛЕ 
y М 的 近 傍 沿 着 (Lv 是 &% М-Н, НИЯ, ИЕН 


ЖИЙЕН г”, г’, -来 确定 。 由 此 看 出 ， 在 曲面 上 的 曲 糠 的 任 


(40) 


何 点 м, ШЙНЕН “9 ”在 过 点 的 值 可 以 完全 决定 。 准 切 


В РЕ ЖИРЕ ВУ ЖЕ (38) 时 ， 我 们 假定 了 在 所 考 诬 的 时 及 其 近 
РАЕН (38) RA ERMAR EENS BERND С39) 的 傈 数 中 


тА, ш, ERUR ERER, MENAEM 


目的 近 傍 由 (38) "Н ЕЛА КЕН ДАЙ ЩЩ u о Ж [1,1571], ЖЕ, 
可 能 通过 工 Ви ЖЗ (и o). {за ИШЕК АЗ] (38) 的 第 三 个 


DRR” А RABE RATHA: ЖА BERUPEFPEPJZE у, 也 就 是 
WERA .4 . 


_ 420 „= ш в н в 


方程 中 ， АННЕ HAAA НОЯ РАЈУ Е z= (х,у), 
130 .高 斯 第 一 微分 式 РНЕ УК ЕЛЕНГЕ НИ E taj ii 98 


的 吸 的 微分 的 平方 : 
° __ 9 >, o _ д2 дк V ѓу 27, - 
ds* = dx? -+ dy”? dz“ = —— Фи 十 25) -+ 一- ине -十 = йз | + 
心包 0% с ДЕ 


ШШ 


=, .- 
D2 f = 

+( 9 en dv) ' 
G CU 


ЗЕ S pk AS sa] PH ИН Во 6 — РА: 
(41) 05? = Elu, Ddw + 2E Cu vydu dv (а, оу, 
其 中 


‚ 2 # = > 
Tlu, v) = (-2=.) +(-®-) $ =) | 
CU си де, 


ох дт ду ду д2 дг 
F 5 = 一 一 - 一 - s ——— 十 一 -一 s —— 十 А ; 
м м CU Gp Cu CU ди 9% 
2л, \* ду \2 дг N° 
G 2 (Z=) + ( y ) (2) | 
ко) OU дә “ bv 
或 
\421) FE =p! e; Е = р, • Р (了 一 天 和 


像 在 [119] 9552—86, AE, Фи - O, ъ= O, НАН 
ЗЕЕ Н. ЖЕРЕ 460 РАЗА, 在 过 特殊 情形 下 ， ШШЕ 
ВО НН u 与 REZE Ж 

FERMIERI KEAL) 
的 傈 数 来 玫 违 曲面 的 面积 单元 的 
ARo KMAR HHLA 
很 近 的 两 对 坐标 黎 之 问 的 微小 面 | 
积 (181110). ВОВЕ Ш 110 
EN 4 的 坐标 。 过 4D 与 4B 就 各 自 是 rr du 与 rd。 把 这 微小 的 


г 
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HAAB ТЕЛЗ-1т ШЕ [2232 571, АЛЕНЕ E ЕВЕ 
267 ИЗЛЕ ВАУ ЖЕК, ЁЛ ТЫЛ ЕЖЕН ЛЫГ] Бє ВУ j Ж 
ВС: 
dS = |ru du х г, do| =" xr, (дш ар. 
Зале нк ВУ БЕ ВЕНУ, RIE: 


, є ду OZ. КСЕ: ‚бү (22 ох Ox 2= 
y> = — —— m —. — — Ф —.h. 
а. Ф Jv ди дь) Ки" ðv ди ðv) " 


+(22.20_ би. 22). 
ди öv ди ды)’ 


НУ, ЯЗ [124] 中 恒等式 (26), 


(43) (m, x r, = EG — FP'z, 
代 是 对 其 曲面 的 面 入 单元 ， 千 果 可 有 : 
(44) dS =y ËG—F5 du йб, 


同 理 ， 把 (43) 代 天 到 公式 (40) tB, uj АИ W {у E SAI Ж 
УХ F НУЛЯ: 


Tuxry 
р EGF 


(45) 


ТЕ, ЖЕ (43), 2 EG- Е? 是 正 的 。 

131. 高 斯 第 二 币 分 式 ” 考 讶 曲 面 上 的 任何 曲 牺 CL), PZ £ JEFE B) 
ВАН В. НХ CEE BJ И. {у БЕЙЕТ] Ж , АСД ет =:0。 
HOPE ЭННИ СГ) ВУЗЕ s ЖОРА, ЖЖ: 

d myt Өт оу. са муе. s 
Ep р ШАРАК, п ЕН CL) 的 时 位 主 法 粮 向 量 。 和 等 式 可 以 窟 
成 下 面 的 形状 : 
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下 


„ы u o ДЕК ЖЕЛ сести 


p d3 ds ` p ds? 
其 中 p ШШ АО ВА RE НН . yB jm a EE 25 306 u Pü 
v RREH dr 与 dm, uj PLS i: 


(46) < бет) pdu L m ve) 
F 8- 


АВЕ, НЕВЫ: 
— (Ги г’ао) (m du + m' du) = 
= (ш, vjdu?+ 2M (и. vAudv i №(и, в)? 
其 中 


(47) L = Ри S M'u; М = — ОРИ ш ть) pi де ii т’); 


= f 4 
N = е {3 m Ua 


公式 (46) 结果 就 是 
COS 2 -上 9 了 5 
(48) оз g _ Гаи? + 2Mdudv + Ndo 


о Edu2+2Fdudo-+ Gdi? 
ДЕР НЫЕ В, МАМ зол. ИХ 
r *т=0, r',*m=0 

ЭҢ ӘД и йй» УФА, ЗИМИН: 

га търг т.=0; кь тър т = 0; 

ru тг, т „= 0; Гат, ти =0, 
ВА, АА, (47), ЗНАНИЙ ATARE, АНН КЛ 
(49) БЕГ шт; Мер ° m; 

М =" s m= ru то ғ ти. 


ЕВИ НЕЕ m ВЕ У (45)， 可 以 把 等 式 C49) 写成 下 面 的 形 


F: 
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状 : 
p'a их ИСА 
(50) L = = су ; ) : M= = бе сж. 
и 五 G Е? Еб - ЕЗ 
м Ра (кнр) 
w EG -- E 
HERPA E CAH Hi Ri РЕНН ОСН TE: 
(51) Se 


在 这 情形 下 ，z 与 y 有 举 焰 量 的 作用 ， 表 从 向量 牢 各 以 及 它 对 湖 
Е НУК Ra 3k ppp РЗ: 
мх. у, 2); Г’. (1, 0, р); y АП, 1, 9) 
7400, 0, г); 77.00, 0, в); =", (0, 0, D, 


д] af of д? 827 
y) — — ; =... T = — S: 2 š Ё = 一 一 一 。 
(52) ii ¿= 1 ду = Әд“ š дхду ду? 


EHAR (423) 8 (50), ИНЕ ИКА MARRAREN. 
| E=1]1+p:; Е=ра; G =1]-+ q 


7 $ t 
СО Е = == М === 
la и 1-+ p° +g? 1 1 + p° + а? 


ДЕЗИН НОЕ В, ， 就 是 ИИ Е 
м. ЕВ, WES ОХ NOY PAGE HRES M, 的 切面 上 ， 
而 Z 轴 要 在 昨 称 的 法 糠 方向 。 用 附 标 堆 来 记 各 个 量 在 同 Mo ШИШ. % 
ЖЕЕ АЕ БЕЙШЕН, ЖЕНЕ Me ВОЛЕ ОХ, ОУ ЧЕ КЕП 
KERE, RERE [62] po = q =0, ЕН АЗК (53) 给 出 ， 在 点 MM。: 
(54) р =т0; М=5; No =b. 

132, ЮЕШ РЕШЕ ВОН в АА (48) , 它 的 布 
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НИИ ЕЕК ЕО". 只要 把 分 子 分 母 都 用 du 
除 ， 就 直接 看 出 适合 事实 。 所 说 的 保 数 是 罕 灵 量 Си, 0) HEB, 在 曲 
面 的 答 定 的 点 它们 具有 确定 的 数值 。 至 於 比 SO ,我 们 庄 允 [129]， 由 


它 可 以 决定 曲 粮 的 切 穆 方 向 。 所 以 我 个 可 以 肯定 ， 只 要 固定 好 曲面 上 
БУ РАЖ ВРТА TE ЖЕЛИ УТИ]. 则 公式 (48) 的 雨中 
НЕЖИН. ЛЕНИЕ ЕЛЕ ЕЕ ОННЫХ, CIRA 
ЕЛГАН], RERA EAR, MENERA p 
也 相同 ， 所 以 根据 公式 【48)，P 的 天 小 是 祖 同 的 ， 也 就 是 脱 ， 我 们 有 
下 面 这 个 定理 

第 一 定理 ”曲面 上 在 某 一 点 具有 相同 的 切线 与 主 法 粮 的 南 休 曲 
Я, саванна. 

жш Е Е (L) 及 其 上 某 一 点 M, 则 作出 通过 过 曲 
ЖЕК м 的 切 粮 与 主 法 粮 的 平面 ,我 们 就 得 到 道 平面 与 曲面 的 蕉 和 粮 ， 
ВЕЧЕ, TREE НН НОЖА ВАЗЕ, ВЫХ 
НАНА. д, Е, ВНИИ БЫ ВОВЕ, 
R| РЕ ЕНИЗЕ ШП Їй НЕНИЯ 

曲面 上 由 通过 过 曲面 在 点 M 的 法 ЖЕШИНЕ —1Д ЖЕТ ЇЇ БЕГ 
ВНИИ, BA, ЗРЕНИЯ, METE mM 


ЫЕ ТОГ, DREE T СУ 的 值 ,就 可 以 固定 一 个 确定 的 


Eo EE, 法 截 稳 的 主 法 稼 与 向 量 严 的 方向 或 者 一 致 或 者 相反 ， 

所 以 角度 p RETRO БОКЕ л, REMM cos фр = 1, 
HERA 8 Ва ЕЕ — н L) 及 其 上 一 个 确定 的 点 Мо 

ТЕН мен (L) REA ERRER RHE М ВЕНА (L) 
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НЗ» Ех p ХАНУ CL) HERRER, В ВЕНЕРА HEE 
Eo ARER ERR AHAA, MENE RERA (48) Ж 
НУ, дея РД 


(55) м, Жж p = + F cos Фф, 
其 中 p ЖИЕ EZE Sa Pü HH НОЕ ВК B) В). 公式 (55) ЖШТШ 
а ЕН. 


第 二 定理 ( 梅 尼 定 理 ) 曲面 上 任何 曲 粽 的 曲率 年 径 等 於 对 应 的 法 

截 粮 在 鞍点 的 曲率 侍 径 乘 以 曲面 的 法 烷 与 曲 镶 的 主 法 客 之 间 的 角度 的 
вх. 二 个 定理 也 可 以 叙述 如 下 曲面 上 任何 曲 粽 的 曲率 中 径 等 黄 
在 曲面 的 法 绿 上 蕉 取 对 巍 的 法 截 杉 的 曲率 全 径 时 它 在 适 曲 粮 的 主 法 竺 
上 的 投影 。 
”在 球面 的 情形 ， 如 果 我 们 取 球 面 上 任何 
— В| АЕ ШК L), ERREAK 
Е], ЖА (55) 化 篇 所 述 两 个 图 周 的 
Д [В] ИЗД ZR PJ НЕГА. R 111). 

ERS EE, ЗНАНИЕ ЕЮ НАУ H 
ҖАЕ ЕЛЕЕ ЭНЖЕ ЖЕ ТКН IE BU РЕЯ: 
ЖН ШШ ЖН S Ü EPRA , AN (48) 中 111 
А НЕ cospg=-+1, ЖЕ, ЕО EAM, 
ЖЛЕ, АП ВОЗЕ ВЕН т 的 方向 相反 ， 就 规定 算 作法 截 
ЖАН НР. АА. ERRER ВНЕ НА 


_ Ld + 2M du d + Ма? 


1 
В Edw + 2F'dado+ Са? ` 


ЖОП ЖИЕ ДЫН. {Еа ВВНЗ Н АВОН ВЕДЕНИЕ, Е 


(56) 
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ИНЖ ТШЩ FA E OW. ДА} ың на ш, НН 


ЖАША ИЕ, АА, (56) RRD E МЕ 
ds ИН, БРЕВНО АЕ 元 的 符号 由 分 子 的 符号 来 确定 ， 可 以 表 
示 成 下 列 三 种 情形 : 

1. 若 在 所 取 的 点 Ma 一 EN 一 0， 则 对 於 所 有 的 法 截 穆 二 具有 相同 
的 符号 ， 就 是 如 ， 所 有 的 法 截 稳 的 主 法 称 的 方向 在 相同 的 一 侧 。 曲 面 
上 过 楼 的 点 呀 做 机 园 性 的 点 

2. 若 Ma LN ~ 0， 则 专 就 有 不 同 的 符号 ,就 是 说 ， 在 所 取 的 点 ，， 
有 的 法 鹤 称 的 主 法 穆 方 向 相反 。 曲 面 上 过 楼 的 点 叫做 全 曲 粮 性 的 点 。 

3. 若 如 一 LN= 0， 则 过 时 公式 (56) 右 按 的 分 子 是 个 整 平 方 ， 直 
ERTES MAER- MERRESSA. HELER 
ОА ЕВУ ЕЕ 

注意 ， ЛЕВЕНТЕ, 公式 (56) 右 包 的 分 子 中 的 三 项 
НЕ, ЕРЕ, ЗЕНГИ ВЕ АО Е, ЕЕЕ 
点 的 情形 下 没有 得 楼 的 法 截 御 。 

像 我 们 在 [131] ЕА ВЕ, Зл Ы ВА, M EAN 
作乱 坐标 原由， 在 切面 上 取 ОХ, ОУ. 

根据 公式 (54)， 等 式 (56) 可 以 写成 : 

1 тах" + 284 4хау- вау? 
R da? 
ERARDI XY жш Е, ЗЕН 92 ж SZ & Иов ga 


sin, Ж 0 JE t$ ХРЕН FF. ШИК, ЕАН ДЕ. 
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(57) = 700520 -- 2, cos O sin 0 + Ё sin20 


在 过 公式 中 ， 我 们 有 曲率 ИИА DREM 


EHHE RRHH. йр, Æ 50 ro 0, ДИ дл ИЙГЕН Ж 
5 roto > Ü BREESE HARER, ТЕ 96 ть = 0 ПЕЛИ 
的 。 

在 $5 一 woto < 0 ЕК, Вг Лт, у) ЖЕН 
ОЛЕ ДЕ СНЕ ДМЕ С, 163j， 殉 是 说 ， 在 过 点 附近 曲面 分 侦 在 切面 
Я) BJ. Æ 20 —то 20 BF, АВЕ Е НА МЕ, Я, ЛЕМ 
其 讶 的 各 的 任何 近 傍 ， 曲 面 分 伤 在 切面 的 两 侧 。 节 后 ， 在 抛物 穆 性 点 
ВУ, $, 一 roto=0 , WPK НЕЕ К -— ЕЕ, 

出 公式 (53) ШЕН, НЕЕ XYZ Fp, СМ? — LN) 的 符 

MR Crt) 的 符号 相同 ， ЕЯ, 8 62—00 О, ТЕЖЕ 
的 ; E st ПОНИ: КИО, 

ЖЕ [m] — АНН ЕВА ЖА А 81, АИ, НАНА 
Ч ЭИ] ЈА Е [и] — 7-1 ЕТП ЛЕ НВ АИ RI 1,107] ЛИН 
ла Е ВНЕ, О РА АЦ А 
E E HERPEN а ЛЕН 1. 
ТА FITRS, зв 
Mq pt ЕЛ ВРА ta. 
Е о 

133 Ее ла LTD SK 

像 在 上 一 段 中 所 作 的 一 样 ， 轩 
定好 坐标 轴 , 在 切面 上 ,就 是 ХУ 
TEIR РОВУ ФЕ Е BJ 113 
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ШЖ: 在 过 oO НААР АТА ЕСЕ ЕЛЕ ON =y 4R, НВ 
ха: РЗА Гаја РАСЫ КАО ТАВ КАТ РА. УАТ В С БЕ 
AS АКЕ ЖЛЕ ЛГ ТЕП КБ НН N ГИ) З ВБ. — ФП, = ШКЕЖЕ 
Зал НЕ ТЕЗЕ, НН РНЕ: СЗ НН Б FG) ЛЕ 
ЗРЗЕ ЕК ЫАЛ) ЖА А ЕКИН H ЖК ЕК ТЕЛЕМ СО 112), 
УКК ЗА КНУ. БЕ (5, 1) ЖЕТИ ЛКК ЕН, № 
E= В соз 0; 
+ = +R sin 0, 
不 是 
2= + R cos 9; 
12= 6 R 9120, . 
其 中 所 是 正 的 时 取 上 面 的 符号 КААЛ ЕТЕ ВЕЕ. 把 等 式 
(57) ЗЕ +В, ЖЕ]: 
(58) roč? + 2501-6172 = l. 
BME FLIRE КАН УЖЕ, ЕЛЕ НИЕ ВЯ ESTE HH ЖЕ F 
径 的 大 小 的 改 灶 情形 ， 由 过 个 进 稼 给 册 很 猪 楚 的 亲 何 表示 法 。 在 构图 
ВЕРТЕЛ, ВНЖ (58) Е 8], EA br T WE E BJ ДЕН 
ВЕРНЕЕ, 方程 458) НЕ КР НЕНИЯ, 在 抛物 和 粮 性 点 的 情 
Ж, HE (58) ЕВЕ, ВИА FEAR: 


klas + 61)? = +1, Ж Са5 6)? = 5 = 12 


21 
Z 
或 

аб += +1, 
КР ИРА. АРТ, ШО 是 曲 粮 的 中 心 ， ЗЕ 
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TE EE 


ERARE RA РГРК X. У а ЗЕНА e E 
R RFE, УЖЕ (58) AAMS G aB SAR, MER Ж 
НЕЕ НЕР, EEE з = 0, они 公式 
(57) Ш 


(59) г = Fo Cos20 + В $1020, 


我 们 来 看 保 数 r 与 t HEER EAR (59) 108 4= 0, 我 们 得 
ВНЖ X ЗАРИ а 六 А ло тр. MARIT, RA 


得 到 b= рс. № р ЕНУ RRRS E. 把 求 得 的 ro Ж, 
的 值 代 太 到 公式 (59) 中 ， 就 得 到 尤 拉 公 式 : 


20529 Е $1129 


J _ 
(60) R Ri R, ` 


注意 ，X, У ВР Pü H $k (58) HAR Jy — 5с, ВНЖ, 
ТЕЗЕ ВЛЕ ТАЈ, н V ER ННН ФУ ГНЕ ПА ЗВ ААК. 


IAR MIE 去 也 有 同样 的 情况 ， RIEKE MERIR F 
НУ ЖЕ ЗЕ: 

第 三 定理 et 两 个 AREENA 
向 ， 在 过 而 个 方向 ， 曲 率 ВЕ, ЗН 
对 应 於 适 两 个 方向 的 曲率 的 值 , 则 任何 法 截 粮 的 曲率 由 公式 (60) 来 者 
2 НФО НЛ Ва НЕ p 的 方向 作成 的 角 
度 。 


HEPIE F, 与 F, ШМ ЕВГЕ SL BS ЕЛАС НОВОЕ ВЕЕ ФЯЕ, 8) 
ПЕТ ЕЭ ICMR ЛЕ Б UED Fo Я, ЖЕ Hi ЕЕ ВУИ, 
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我 们 租 提 出 切面 上 两 个 有 用 的 方向 ,就 是 杜 潘 指 示 绪 的 浙江 物 的 方 由 。 
对 人 过 两 个 渐 近 牺 的 方向 ， 指 示 粮 的 向 量 哇 径 等 茯 人 无 能 大 ， 认 是 在 所 
A ЈИ АУ КАО Ш 2 Së ЛУД 

在 椭圆 性 点 的 情形 ，Ri Ж А RS BIB] Bra, ЛЕ ЕЩ IERE 
E, EARR. EIRE ЫЕ, ЕЕЕ ЛС — BJ BH 2ë “P. 


RERE, БИШИ {Еу =0, ЕМУ, RIEAN 


ЖЕЕ НИШ EERE, ЖЛЕ R, 与 Р, 相同 
BARE, R= В, 。 过 时 公式 (60) Ж те = у, MEI EERE 
下 ， 在 所 郑 谨 的 点 所 有 的 法 蕉 黎 具 有 相同 的 曲率 。 曲 面 上 过 楼 的 由 叫 
MAER, JEER MERES. TURNA 
的 点 都 是 图 性 点 的 唯一 的 曲面 是 球面 。 

134. 主 曲率 侍 径 与 主 方向 的 确定 ИАН 
公式 (56) HARR 
(61) (ЪЕ—Е)йи#+2(МВЕ— Рудий + (NR —@)й% = 0. 


Я du ЗЕВС ВИ: = 52 ， 就 得 到 
方程 : 

ФСЕ, = (1р -Е)б+20МР-- Pt+(NR—G)5=0, 
НОУ На Р НИЕ RKE EEH H R К 
小 过 到 极 大 值 或 极 小 值 ， 所 以 E St НИЕ, 1E 
БЕНИ А И ТЕЗЕ Дэ ЖЕЕ [1, 69]: 


FES 微分 Ж СВЕ: g ад 
20 
CLA E 
dt дф 
ЗЕ 


AD 1 2 i Fee Е Чы. 下- | 
WEED ВИН”, ЕЕ, ЭЖ 
2. TE =(Е-Еу+(МЮе— F)=0. 
© ЖЧ 


du A A А 
de ЕЛ Фр, 45: 


662) (CLR --Е)аи (МВ F Xdo = 0. 


替换 上 = 


如 果 我 们 用 dw? 除 方程 (61)， 兹 取 表 现 切 穆 方向 的 t = ©” {йй 


şo ДВР ТАЈА 654: 
(621) (MR-—F jdu+ (NR — G)du = 0. 


把 等 式 (62) 54 (62) 中 含有 do 的 项 移 到 等 号 之 右 ， 再 用 其 中 一 
RSA ЕА 95 195050, 09: 


(63 CLN — M°] + (2EM —EN-GL)R+(EG- FN =0. 
НЗ X ЛЖ йш R 与 K.. JBE R REDE, wE HAE 


ЕВ НИЕ, MEREEN L 的 二 次 方程: 
(64) (EG — F° ) 1, + (2F M -EN -GL) 去 +(LN- M2)=0. 


—— — — D O—UI.— — a - ..— 


4:35 高 и Хх E 


—— s. „йа i 2 


ВСЕ ТН Е ВО Ba B ВО ЕТ BH 38, ПОЗЕ 


| сур 
(66) r= + + 1) 


{КЖ BOKER (64) 直接 得 到 高 斯 曲率 与 曲率 中 值 的 到 
巡 却 ， 通 遇 商 斯 第 一 和 与 第 二 微分 式 的 傈 数 来 才思: 
(67) к= [ММ pr- EN -2FM + 


— — 一 一 一 


(Ес Е?) 


把 方程 (62) 与 (62) 寡 成 下 面 的 形状 : 

(Ldu + Mdu) R = Edu + Газ; (Mdu + №аг)Е = Рдч- ба. 

用 一 眉 逐 项 除 另 一 个 就 消去 字母 Е, ПОВ ЕВА РАЈ УЖЕ: 
(68) (EM — F'L3du2 + (EN — GL)dudo + (FN Мул? = 0. 


用 ди? 除 它 , Г SE 的 二 次 方 程 。 它 的 十 个 根 答 出 在 曲面 每 
一 点 表现 主 方向 的 县: | 


dy 


=- 一 2 С, q? I 
qu R ) 


(69) =p. (u. 533 


135 .曲率 线 ”所 谓 曲 面 上 的 曲率 贸 是 指 曲面 上 的 到 柑 的 曲 粮 ， 在 
它 的 每 一 点 它 的 切 稼 方向 都 在 主 方向 。 由 葵 在 曲面 的 每 一 是 在 两 个 二 
方向 ， 所 以 在 曲面 上 我 们 有 两 族 时 这 称 ， 而 且 过 两 族 是 互相 正 交 的 。 
п, ME HERAA НИТЕ ТЕЗИ. 方程 (68), 或 者 
奥 它 相当 的 方程 (69) ЖШШЕ КИЕ S fo RHEES WA 
u жр g ， 再 把 这个 娄 过 式 代 天 到 曲面 的 方程 中 ， 就 得 到 出 率 禄 的 
方程 。 

ЖЕЛЕ ШИШ LAEE. УЖЕ НЕ F SB Es 
ЖЖ M k На, ДЕЛЕ, 
RERE 7-0, УЬ, WEER u= C, N о= C, ДЫШ йй, M 


В Я В НЕЕ 433 


ЖЮ АЛЕ» 或 时 应 当 满 足 方程 (68) , ЕВЕ БЕ Ж 
F=0, ЖЕОМ=0ДЕЕМ=0. ВЖЕ EG — Е? 是 正 的 ， 
ВЕР В ЖЄ ЖУР, МЫ ТЕЗЕ Н М =0。 粮 之 ， 
ЕЕ = M =0 是 使 得 坐标 鞠 是 曲率 入 网 的 必要 条件。 反之 ， 若 得 个 
人 条件 成 立 ， 则 曲率 穆 的 微分 方程 (68) Ж и C, 与 r=C,， 就 是 说 ， 
PARERES, KERMESA THARE: PREDLANI 
稠 的 必要 且 充 分 条 件 是 在 整个 曲面 上 高 斯 的 两 个 微分 式 的 中 疼 项 的 保 
KERE, еле P - M =0. 

可 以 用 另 一 种 方式 来 确定 曲率 
稳 ， 以 蔡 代 我 们 在 本 段 开 始 所 葵 的 定 
FAEERE LARE СГ), 
沼 着 过 休 曲 称 的 曲面 的 法 勿 形成 具有 
АНИ, Е 55а. 
雁 定 点 在 (L) 上 的 位 置 的 ,一 般 说 来 ， 
В, ВН 
HARKER L), ， 则 可 能 存在 
有 这样 的 包 和 络 2 。 我 们 现在 求 在 什 秘 
{ҤЕ ТЕЕ FUK. 

BRDA ИНТЕРЕС, ， 使 得 沿 着 (LL) 的 曲面 的 法 
ЖОН tas GL.) (图 113)。 JE r EB $ (L5 上 的 点 的 向 量 中 径 , JH r, EB 
(Тл) ВНЕ ВЕРЯ, Ha ВЕТО ЗА Е CL) 与 СЛ) 之 问 的 一 
眉 的 代数 的 长 度 ， 显 然 我 们 可 以 写成 : 

(70) г = r+am, 


== 


D 在 空间 一 般 的 具有 -- ре НИЯ, HEB Аата ата 
-任何 一 休 曲 粮 的 切入 。 只 有 在 例外 的 情形 下 可 能 有 包 苦 。 
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其 中 m НИИ EAR Л ВЕРНЫХ СГ.) ЛЕА ИИ, ДР 
CHURP AHDE ar [Ж Ва [уве m Eff, АРХ, 
Чт = Ыт, 其 中 b 是 茶 一 个 数量 。 由 公式 (70) RS, Е]: 

(71) bm = іғ+ айт + da ° m, 就 是 dr 二 adm= ст. 

其 中 с 是 某 一 个 数量 。 靶 们 来 证 明 : c=0. 15106, R 71) ИИ Bü m 
ЕН: 


M m. чи. — a —wa ea „шт „ „ -—— 


dr ° т-+аат +. m =c. 

向 量 dr EFE (Г) ВЫ, ей, CEERI т PJ, К 
是 dr • т=0. №7 НА m т=1 Ж ат * т=0, HELEGE 
等 式 给 出 ec=0， 所 以 《71) 可 以 写成 
(72) dr+adm=0. 

ВАЗА Е НЫ KRIAN COlinde Rodrigues), ЛОЖНЫЕ 
公式 时 假定 了 沿 着 (L) BJ ИЗ? ЖЕН ЫЛ ЗЕЯ ДЕ ak Sas r 
H 8—06 Н (2) 公式 (72) ЖЕ а Е, (70) ЖД: — tE 
НН Са). ВАКТЕ (72), ЖЗ: ат = dam, уйле 
йй, mamn 的 方向 与 (Pa) ВУ EIT НЕ, ВУ (L) 的 
HHE С) ВЫ. RESA (72) НЕ CL) НИНЕ 
ВАН НИО Н.Л. ТЕ, АНЕМИИ, НР 
形成 柱 面 或 锥 面 ， 可 以 证 明 休 件 《72) Ен, 

把 (72) 写成 展 上 于 的 形状 : 

г анг 00 talm du + т du) = 0 
190360 к’, 的 数量 积 。 
根据 公式 (421) (47) 与 (49) ， 我 们 得 到 |: 
FEdu- Еау а( —Ldu — Мао) = 0, 
MERE «= R KEYA (62). МУ, Жк, 的 数量 筑 焉 得 到 等 
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式 (621), FZ, ЖЕ Н, НИЕ: ЕЕ ЕРИК НЕ ARISES (62) 
Я (621) 当 a= 忆 时 可 以 得 到 公式 (72)。 我 们 现在 不 说。 如此， 法 称 
НЧ ЛЖ ЛЕЛЕНИ E (72) 就 相当 从 (62) Ж (621), HEP a ЕЕ 
径 之 一 的 大 小 、 上 述 的 理由 引 过 我 们 得 到 下 面 间 个 严 论 : 曲面 的 曲率 
乏 击 下 面 运 个 性 员 突 出 的 表现 ， 沼 着 过 个 曲线 的 曲面 的 法 线 具 有 包 徐 
HEERKE), ， 焉 且 界 蕉 曲面 扯 包 智之 问 的 法 粽 的 一 段 长 
等 扒 主 曲率 侍 径 之 一 。 
П АТ ВН Е ТЕ А Тар А ДА З НЕ, В] 
НО ЯНИЕ Pj НН ДЕ ЖО ЕР. ВИЕ АО А AER Bh EARE 
ЖЫШ, ОРКЕ Ш. 
136 HAERE BARA ZHE E 59 HH Т 
plr, у, 2) =: Y, y, 2) =9:; CCE, Y, 2) = аз 
ЛИЛЕ Би AREER A [119]. R Rna ЖЕҢ] УЖ 81 
М 的 向 量 宇 径 rR аз, аз 98 q, 来 表现 。 MIAR ле 
rqa, gs йт YB Try EEROR DU SR Па) R E ЕСН {ЕН рд pk: 
下面 的 向量 形式 : | 
(73) P qI * r'q a =Ü; Р Оз * P'qQu =Ü; га: e P'q I = 0. 
ЕН а, ра, На. Ка, Ра, К 
Wa, MB: 
r” ggs * Р ОзУ Рз * Fr' 019: =0 
r 313 * К qi rga * Р 44: = Ü 
r gga ` P'Qa ro: реў, 
由 此 直接 得 到 : 
r qiga” rge =r 9293 * Г = Ра ‘Р = 0 


НЕ И 2. 
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Г’ Т ВЕР Ча + ra= r giga * r'ga=0 

由 它们 推 知 向 量 rg ro 98 rap PERENE ra, HE 
它们 是 共 面 的 ， 由 此 推 知 [105]: 
(74) r''qigqs * (rig x r'gs)= 0. 

RERNA aE ШШ оа = С. ЖК Е а, В а, 是 坐标 
Е, EE SR q | = С M q, = Ç ЖЕЛЕ Bü dk 1628 B] ТЕ ЖА 
标的 其 余 雨 族 坐 榜 熙 面 中 的 曲面 的 交 粮 。 我 们 有 鸿 下 面 的 公式 [130， 
1311: 
"0з ` (пах r'ga) 
HELA (73) 9 (74) ВЯ, {БВ F F =M =0, ЖЕ, BR 
ЖК аз 90 g: ЕН аз = ВН Ша, аж E TWEE Р: ЖТ 
ЧЕ] БВ Е № ВНЕ, ЗЕМ РА [ЕТЕ РМ 55 
是 过 两 个 曲面 的 曲率 粮 。 

137. Øl 1. RARS [Blim ay ge 


ж арт 2? £ ба 
Бавыр (а? >с?) 


n RIR РИНКАХ: 
т =а COs Wsin 0; 1у=@п14411®; z=ocos??, 
ВАХ, 坐标 村 ис, ДЕНЕВ] y == tg с, ВАЗА ИВАН, ША, 
YER ос НИЗА z=c соз со MERHAR БЕ, ВЕ [150, 
151] 中 公式 (42) 88 (50)» ВЕН: z, y, 5 是 向 量 г 的 支 量 ， 就 得 到 : 


Я; = а sint v; P'=0; G =a? cos? ре? sin? o; 


ас sinf y ac 
L= E И 0): 1 — 
у 9 2 922.0 ' и ә 9 о 
ga“ cos“y -+ C“ 511107 а costy + e sin y 


由 等 式 F=M=0 ЕТАН R ААН Е R ERUR ИНА 
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ЖЕЙ», їй» 是 表现 经 粮 上 的 点 的 位 置 的 。 题 然 主 方向 鳞 释 义 及 颖 入 的 急 咎 方向 遇 合 。 ТЕЙ 
ТН Р, REA (LIN — М2) 在 整个 曲面 上 是 正 有 的， 就 在 襄 ， 在 直入 圆 面 的 所 有 的 点 都 是 下 
的 。 不 必用 算 各 别 的 主 昌 牵 生 径 ， 可 以 求 册 高 斯 曲率 的 老 迷 式 : 


r 
й Е ж 
= 8 === 
== — 一 一 we ЖЕ р СЕ —-—=_—. 
в 
= == 
Е 


3。 把 二 次 鱼 面 的 方程 
TAIR APT: 


ERRAN. ДЕРЕ: 


n= Ст. g= Ей. 1 а. = сілу = j= ctr? 
a2z ' р?2 аБ°28 `` да26°2% ob >? 


利用 公式 《55)， 可 以 砍 定 高 斯 微分 式 的 所 有 的 傈 数 。 内 是 要 提出 ， 在 这 情形 下 re-s? 
=0› ER › ВИШ ЕВРЕ ААН РЕВА у ЕНЖЕЛ К о M 
3 WEES ВА ЕЕН УНИИ W i Sre 

5.5 8 НИЛЕ 


ag === — — 


ЖЕНЕ F == s=( , Ё == a 5 所 以 rt—s2<05 於是 曲面 上 任何 点 都 是 


TRES 。 在 过 情形 下 > HERRERA ТАЗЕ ННН › ， 而 且 过 曲面 的 两 个 母 直 粮 
就 是 杜 潘 拓 示 先 的 渐 近 方向 。 对 礁 单 药 抛 物 面 我 们 也 有 类 似 的 情况 。 
ЗНА НН ЕРЕ ， 球面 坐 株 和 与 柱 面 坐标 都 是 简单 的 空间 正 交 举 标的 例 。 我 们 再 
НИНУ, ЖЕНЕ o 的 二 次 曲面 的 方程 : 
2 2 Е. 
(75) + тк + o —1=0, 
其 中 >b Ре? BREER Masya MEDE ВЕНН) ЕВЕ о 的 三 次 方程 。 


ЖЕН, НЕЕ ЕЛИ изо Aw, ВЕ НЕЗ FARR: 
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(76) ие о рше. 

В Е» ЗОВИ КИЕВ › 方程 (75) ASEE C— ПУТИН С-ОШЬ F e НИН 
(— с?) MERES „лу а ЗША ЛЕНА, REHE (75) ВИЕ САРУ №, Т 
BERI C-e? soe) РАНЕЕ ВоВ» НОУТЕ C75) НУ o АИНУ 
ЕНГЕ ЕТЕМ (—5°, — 22) SC-a? — 02) 内 有 根 存在。 Cuypyu ПИТИР О 
点 MCz,y,2) УЕЛ „ 。 在 以 上 的 车 论 中 我 们 假定 点 y2 BEEREK EYD 
BJ, ER о 我 们 得 到 的 方程 就 低 从 三 多 。 例 如 ， 若 :=0， 而 = 与 у RERE UDE 
СБ Ни o, T ЗМЕИ C 

现在 我 站 来 科 注 在 依 图 持 标 了 中 的 华 标 曲面 。 代 入 =u 到 方程 (75) 中 ， 其 中 是 区 
天 (一 十) 中 某 一 个 数 ， 就 得 到 曲面 


a УИН as 
《77) и т D? --ш си 1, 


ИРЕР ИТ, HER CO 中 第 一 个 不 等 式 ， 方程 (77》 МЕЧИ ЛЕА, #8 
?=v， 其 中 v 在 区 并 《一 7, 0°) rh, ВРУЧЕНИЕ: 


[EE 


(78) д" 2? 


- ВЯ Е. ии +—— 
a +? b: 十 2 с" +0 


ARENIE F ао >ь?-ь >01 с*+ь<0. 5 M o= o> ЗН w EER С - а? 
— 02) н, ЕЕН: 


r? yj? g? 
二 -一 十 一 一 一 1. 
79) tw Bp C? -H u) | 


我 们 现在 琶 明 ， 所 得 末 的 于 个 坐标 曲面 互相 正 交 。 方 程 677) ВА (78) НЯНИ: 
(80) 


=], 


= _ P эу —=— -上 _ 3 _ _ 2 o y ВЕ 0) 
(atuto) +u to) ° (ие ко) ` 
曲面 (77) S8 (78) PERESEIS WREE ASE Р ИШКЕ СІ ,1551: 


x  ， у . © г Я. 一 4; i Y | z 
би’ ти’ eu ` о’ Б-ь’ с?р 


由 等 式 (80) ZERBA MERTER, MES IPE ҮШ С77 与 C78 的 正 交 性 。 
同 理 可 以 旋 明 其 条 的 华 标 面 互相 正 交 。 利 用 柱 潘 定理 ， 可 以 肯定 ， 固 定 的 柱 出 面 (77) 上 的 


+ и l JJ. 
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138 .高 斯 曲率 КО НЕС Е о 
Е ER pA ШЕЙНИ E В 
RA (72): НН Ка НАЧ —. ВНР 
А: 

(815 п-т’ = 0; rt Rm',=0., 

НЕ ЖЕШ ЕИ ВЛЕН M, 我 们 在 中 径 仍 一 的 球面 上 取 一 是 Mu， 
МЕНИМЕН ИЛДЕТ ЖЕК HLAHAR К m 是 曲面 在 点 
M ЕЕ РЕ БЕ КЕШЕГЕ Ш u; mY EB ЕВЗ 
球面 映射 ,点 Ме 的 位 置 也 由 表现 М НИНЫ u 与 v 来 决定 。 
нл MER ЖОЕ: 

(82) E=r°; F=0; б=т" 


ERER, 球面 映射 М, 的 向 量 定 径 是 m ， 根 据 公 式 (81) 5% 
《82)， 洒 区 球 面 映射 高 斯 第 一 微分 式 的 傈 数 是 : 


T 1 F & 1 
(85) Е =т’, = ы Р = m',* m',, = 0; Go =m" = -一 一 (7， 


j гр 


яф ВАТТ, ВАЕН (81) 与 (82) 可 以 
直接 推出 来 。 公 式 (49) ЯМ = -rumis гот ЖШ 
И, H М-0, WERT umorom, = 0. Ш (81) 中 第 
АНАЛ т’, ВОО АЕР т’, WER) т',т'„=0ь 

省 个 曲面 的 面积 单元 与 对 上 赚 的 球面 映射 的 晶 元 是 : 

48 =y EGdudv; 45, = Е боди, 
йж, ЖА (83), 


1 
ее © 
РА В 


由 此 看 出 , 在 点 MM 的 БАЙЛИН ЕНЕ НВ Е B PRP0 ES JBS BIP ES RS 
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ДЕНОВ ТЕА 7С Е АЈ £h М 时 的 极限 ВНЖ, Jak BU 
ЖЖ fE WS E BJ BSI ВО ЖЕЛЕ НОУ ОЕ Е, 

ДЕ [134] PREAH IA К ВВК 
KER. ИННА К 也 可 以 只 通过 Z. Е, США 
u 与 ИЖЕ o ЛЕНЫ EAE УЕ, š 
在 两 个 曲面 (S) 和 与 CS) МЕ TRER ЛЕН ЕН 
Eu K о 的 相同 的 储 来 决定 。 每 一 个 盟 面 各 有 表示 县 度 埋 元 的 平方 的 
高 斯 第 一 微分 式 。 二 两 个 微分 式 恒 等 就 相当 关上 壕 的 对 应 天 傈 保有 长 
Е, ЎВА а. Хан ЧЕНИН, Ж ВЕ, 以 
REZ и 与 v ИИА ЫНА, MAER i ШШ ВОЗЕШЕ К 
НАЛА АОИ, BER. ТЕТРИ СНЕ ЕНЕ, ФЕРМА НЫЕ 
ЗАНЕ ЕДТ HER SmE. 

БЕР ЛЕДЕ ЕШ. КӨШ ҖЕ ЛЕУ, ИП HE BZ REE ЕЛП А: 
EHER, MEXE LN -M:=0, WER, ВРТА ЕУ ЫН: 
mh. РАЙТ ЫЗА ЖЕТИШПЕ КИЙ, ЖДЁТ НЕТЕТ, 

139 .面积 单元 的 变 值 奥 曲 率 中 值 ix (5) ЕЯ, (sb) 是 
АРЕНЕ, u, D 是 它 的 向 量 中 径 。 在 曲面 的 每 一 点 Mu o) 
РЕЖ т #k—E2 ММ,, RER- КАЕ n(u u), Ж nlu, 5) 
E u о Н): рК, НМ, О ДЕСА CSa ЭКЕН 
М, RESH M ИЕ u 与 o 来 表现 ， 我 们 说 (5) S) 
的 点 之 问 建 立 了 沿 (5) ИН. KRES. hE CS) 的 
MEPR r (u,v) Ær u, о) =г(и, о) + п(и,п)т(и,5). оп Шо 
Жи, ЖАН: 


! 
, f r ) 7 / z 
r, =r, t n, m + xm, ; r, =r, tn,mtnm,. 


计算 对 英 曲 面 (Su 的 高 斯 第 一 微分 式 的 傈 数 E, F, G, 我 们 算 作 
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ЕНЕ» RHH u 与 2 的 微 醒 很 小 ， 就 可 以 忽 栈道 些 旺 的 二 次 项 : 
Е; = (г. уз = (г. +m. т 十 пт, (к. +, т 十 nm, )= 
= +з, (лет) аб тї). 
向 量 г Шт KREE r, т=0, HEAR (47) H В = 
E—mL, ERMA] у= '—2%М ‚6. =G –2а№. 由 此 : | 
EG, Е =EG—F—2n(EN-.2FM+GL), 
EG, Е = (BG — Е?) (1-49), 
开平 方 ， 青 依照 牛顿 二 项 式 公式 展开 (1 一 4n 玉 ):'* ， 赂 去 高 基 一 
ХВ, ЖОН: 
(84) VE G, -№1=ИЕС- Е —2nE). 
ЕР) dudo PRED: ЖЗИ (5) 与 (Si) НЕА 
05 的 准 聊 到 二 航 微 小 量 的 的 表 过 式 : 
(85) Ш V EG, = Fdudy > J Гува — F”? дио = 
(5:2 | k 


(S) 


05 =— | | 2ана. 


ЕЛ EE pE 52 ли НУЖНЫ РАЕН ЕВ, СГ.) Б 
ЗН АЙАТ", РЕНН, Е НЕ hE hE Pa 
ЖИ, АЕ, pin AEE hm BIS BR o ЕН ЕЙ, 
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基 潍 择 微 小 量 x ， 使 得 在 9 上 它 纪 是 正 的 ， 而 在 匣 面 的 其 余部 分 以 及 
(L) FEREZ., RE (85), НА 05 我 们 就 得 到 负 值 
85 =- | (nas, 
. Й 

ЖРА С) ЗЕН ШТП (5:) ВОТ pt (5) ВЯ, ЗНУ 
BR. У ЛЕВОЕ, Ep А Н НИТЕ ЦЕ л Hi 
io 

由 公式 《84】 ФЕ СИ УР ШИШ ОА ЛГ ЗЕЛ St ARA 
HAR. ВАНЯ НЕЕ ЖЖ A EREE E 
А = Ао kelim (S) 的 位 置 ， 当 “ ЖЛ Ло Bp (51) BAE ELAS 
(5). РА ГИД, Æi (5) 的 点 М АНИ CS) БУД М, 
ЕЕ НН. iF n йл uov R A Вур, В А 
ho HES} u Bü v KREE RAMES 28, ME 


(86) nlu, v, o=. 
EZ fCN) ИЕН: ЧЕН, KERZE 1. 积分 
(87) IQ)= j f FM, )dS, 
(51) 


ВАК i, KA hm ERNER AA A o P 
KKR ГО) НЗ. (84) MAERA dudo, YARE dS, = 
(1—2nH dS , HEREA (87) Ч РЫ: 
к» = [ | fOM qS — { | ftM) nHas. 
($) ($) 

Ж ЖОНУ АО ИЕЛ t ЖЕНИШ (5), РАНА, ИН 
ГНЕ Н ЖЕ ЛЕВЕЛ F АРЕНЕ [80] Mi M МАНИ (51) 
Е, ОМ 是 它 在 曲面 (5) ЕЕ, eE ММ, =nlu, v) Æ (5) 
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HER ЕН ЖАБ, MERRI m Epio $ ¿= ho 时 因子 M1)】 3 
ЖОРА Н. 
Мі) — FCM) 


— -m 


му) см), ММ, _ 


lim = lim 


‘io A — ho iol, MM, TE 
— OIM) ,On 
Öm Bho 0, 


Hp m ВЕ т ВОЈ ТАТ. ТЕ, QË) =) БЕ» ЕЕ, 我 们 用 -5 
AHB “= /46 时 徽 商 的 值 ， 喜 得 到 : 
(88) год |} Sn т mS S лодан аз 


ВЕ НИЕ CSO 的 方程 记 作 隐 示 式 : 
(89` ri 一 0 或 zz 一 0 

Bik. ЗЕНИТ В ЛОМ.) 所 作 的 一 样 通过 中 国 多 量 М,, 1) 
求 第 两 ， 得 到 ， 当 лл 上 时: 


OF Mi, Ao) 4; ƏM. to ёп 


öh gm Ota = 


由 此 区 定 出 -5 区， 代 太 到 公式 《〈88) H, BESIT N Т 
ЗЕЕ: 


д 
(90) “oo 一 一 中 ЕЯ a пипер Л gS 
(5) дт S= 


右 在 种 分 (87) 中 , ТАТЕ Г ва А, MRE [120] 中 一 
А5, (90) 的 右 避 需要 禄 充 以 下 面 形 状 的 一 项 


Ее 
д) 
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140 .曲面 族 和 与 曲线 族 的 包 营 ”在 [10] 中 讨论 一 和 级 常 微 分 方程 的 
ВУЗа НЕ, ЕЕ BB i ЖЕПЛУ ЫЫ ВЕ ИНО 
ЖЁН DES | ШШ ТП ЖЕРД ЕТЕН ДА: ЖЕРЕН ТЕПЕ РА ИЖ — РАКЕ. 

ВОН А5 ЛН BJ ШШ Е 
(91) Р(т,у,2,а)=0. 
固定 好 数值 a, НЗ ИЕН НЕЕ И ТЕТ 8-Е ШИШ CS). 
它 的 方程 有 方程 (91) WER, ЭВ a ЕН РЕЗ: 


(92) OF(T,Y,2,0) 0. 
дф 


НУР, ($) 的 方程 是 由 方程 (91) Ж (92) RE а 得 到 的 。 若 国定 
ax 一 0， 划 ， 一 方面 得 到 族 491) ЧН ДЕННИ LS5o)， 另 一 方面 ， 
把 ac 一 ae 代入 到 方程 (91) № (92) 中 就 得 曲面 CS) ЕВЕ НН 
(4%), ЗАЛЕ (11) Е (5) 与 (So) 的 公共 曲 乏 。 我 们 现在 证 明 ， 沿 着 
С) 它们 有 公共 的 切面 。 

"НАЧНИ OD- hita 是 常量 анны EHRE 
dz dy, dz W DE BDR 


а, 十 dy 十 22 
дл бу 92 


ЛЕШ (5) .上 a ЕВ, RERNE ИС. 
AF дЕ 8 дЕ 


Е Еа а. 
Ja a Далы pa AN 


=0. 


НВ ИЕ (92) зав а НИИ, ЛЕВ, So) ML (S) 
ЕЗЕН ЯЯ ране Б] — МЕН n), УМ ВЕ Ва РЕК 
县 成 比例 : 
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一 — | — —.- 一 =-= ——  - 


НЕ, (50) Ж (5) Ty do 相 切 。 如 此 ， 由 方程 ODA (92) В 
去 а. 就 得 天 曲面 族 (91) ПЕ, ВЕНЕ 
РЁ 
PJ ЭЗГЕ Z ELPRE r 的 球面 族 
а Ну + (2-0). 


T r 


对 а ХЗ: 
—2(2—в)=0. 
ЙБ as， 就 得 到 一 个 圆柱 面 的 方程 
T +y =r, 


ER fB RORE A AN. 
ERRAR GA A Bc BU BH JBI Ж: 


(93) '(Zz,U,zZ G, b)=0 
由 过 个 方程 与 下 列 两 个 方程 | 
О бе НЫ. 
(94) у, 6: y, N 


Tika Я, ЖИ ӨНӨ, Pr4jS28 8 HH 8 CS )Sü hA (93) 相 切 。 不 过 
TEB OE F, ЖЕНЕ ЖАН, ПНД НИНЫ. CBS E, 
国定 好 值 <= 与 5 一 bBo， 一 方面 我 们 得 到 族 (93) 'R— BE E BJ ШИШ 
(50), 5—4 m, аа 与 5 一 bo 代入 到 (93) М (94) 过 三 个 方程 
中 ， 一 般 就 得 到 曲面 《5) 上 的 某 一 味 Moo RAA М, Ж (5) Я 
(50) ВАЗЕ. 

Я НОТЕ XY PILPRES r 的 球面 : 

бда) Б) + z2 = 
«И: 
—2(=-в)=0; —2(y—b)=0; 

ВМО a2 =" , MER ОНИ =: МАН, ЕШ 
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TE 


一 个 上 壕 的 球面 在 某 一 点 相 切 。 

对 作曲 面 族 的 包 烙 的 求法 像 [10] 中 对 发 曲 稳 族 的 包 智 求法 一 
Ek, ЖЕШИНЕ, Жл) ЖЕ (91) 8 (92) 消去 a 所 得 到 的 不 仅 是 
曲面 的 包 铬 ， 也 可 能 是 族 (91) ФАУНЕ у АУЫК, БТЕ 
是 是 入 面 上 阅 有 切面 的 由 。 者 方程 《91)》 МАНН НЭ 
-航向 商 ， 则 任何 的 曲面 ， 在 它 的 所 有 的 点 与 族 (91) 的 各 个 曲面 由 
切 的 ， 可 以 用 .上述 的 由 方程 (91) 88 (92) На 过 个 方法 得 到 。 在 这 
一 段 反 下 一 段 中 ， 我 们 不 答 十 明 也 不 计 淮 俊 的 条件 ， кк ЖЕ 
жин. 

HERTE К — 8225 а ЈА) НН. 
(95) F (х,у,2,в)=0; F(z, y,z,a)=0. 
我 们 来 求 过 个 族 Я ， 就 是 这 样 的 曲 入 TT ， 在 它 的 所 有 的 点 与 族 
(95) 中 的 各 个 曲 贸 相 切 。 我 们 可 以 算 作 信也 由 方程 OS) ЖЕ [10], 
只 不 过 а ЛЕВ, ПЖ. НИХ (95) НЯ ЛОС Edi НН 
БОСКЕ 08 JE J Fe: 

2n dap dy +221 dz == 0; 


ӨР", +023 


ат 
ах 


同样 ， 沿 着 工 ЕН: УЕ 


PP та. aa 2, x ОР”, 
от UE pa Ва 


паси 221 —z =Ü; 


m 


да = (), 


дЕ, зт ду пса 2 92 де к ы]. 
дх 92 да 


НАНТ, ЕБВ up], ДЖЕЛ ; 
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EIRA ВНК ,过 些 条 件 相 党 从 两 个 方程 271. да=0 与 22. 2 да 


一 0， 或 者 算 作 0850, ЖА a КАЕ, МИНЕ: 


{96% ОР (,У,2,4) ш, Өзб, у, z G) =(). 
CA CO 


一 般 说 来 (95) 与 (96) АЈ ЛЕНЕ Е ik Жл, — 
REK. ПИН. MAURE 四 个 方程 可 以 ИВ 
个 ， 焉 是 说 其 中 一 个 可 尽 由 另外 三 个 推出 来 ， 则 中 过 三 个 方程 ， 坐 枝 
(2,0,2) НЕЕ ЕТ: 6 МИ, ЛЕ, KEI Aai 
HHHO CEUK [RHR (95) BJ НАВ 1. EF- RPR 
们 有 具有 包 烙 的 空 关 下 稼 族 的 例 。 

141. 可 展 曲 面 ” 作 入 特殊 情形 ， 我 们 考 谍 具有 一 个 参 寿 有 量 'a 的 下 
JT 8: 
(97) А(а)х-+ B(a)wu + C(a)z + D(a)=0. 

由 下 面 十 个 方程 消去 а ЖАН] НИЕ (5): 
с А(а)уа-+- В(а)у + C(a)z + D(a)=0 
5 | д bie 
EINE ДЕН) a за АЯ Уу Fe tn На: ЧО (1.), 而 曲面 (S) МОВ 

ПЕНН, ВХ, ЕЕ ZE SR EE HHI, РАЗА Sr ЗЕ ЗЕЕ BJ 
ЖАРЕ m mAB ЛАШ Est Bp 2452], ЗО С) 曲面 (CS) 与 平面 
(97) ЗИЛ, WER ая C) 曲面 4S) 有 相向 的 切面 。 如 
№, Æ (S) КЕЛА REAR- ARAR Ca) ВЕ а, 在 
一 般 情 形 下 ， 虹 面 的 切面 族 依 想 八 两 个 雁 狼 量 ， 过 两 个 容 糙 量 是 俯 定 
曲面 上 性 的 位 置 的 。 强 9》 的 方程 是 显示 式 : z=, y), ERP 
Я} C26] 中 的 记 法 来 记 鲜 数 ЛС, у) КУН ВЕНУ М НИКОВ 
Д5: 18002008 а НОРЫ. 
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==W (а) 
трт 9) 
HEREHEREA a, WA p 与 a ZEER, CHAR TER 
形状 : 
а= Ф(р) 

在 整个 曲面 (S) БАЕ ТЕЕ, ЖЕНЕ z Му 的 
а, Я 

$=ф’(руг; ї=Фф'(р)8, 


或 

(99) 此 一 5 == 0, 

就 是 说 ， 具 有 一 个 参 先 量 的 耕 面 族 的 包 烙 曲面 上 的 所 有 的 点 都 是 折 物 
РЕА. 


曲面 (S) СНЕ (98) ЈЕВ BJ, ЕА, ВНЖ, 
к. АКЕ, ЖИ (98) 对 а НЯ, AREH E: 
fn B'(ayw + C'(ayz+ Р' (а) ==(), 


_ (100) А”(а)х-- B'iCa)yu+C'(a)yz=+ D" (а) =0. 


(98) М (100) МИНЕТ РИВА. ЖИР ДНЕ, H 
H (S) ан Г КИЛЕШЕ o ЖЕШ r Ei — 
ик, НИ (S) ЖОШ, ВАНИЕ, BJ (5) 是 柱 面 。 现 在 我 
HREH, KZ, ЕАН Г, 

(101) z=p); у—%@); z=0lt); | 
ШШ Г ВЯ ЕВЕ (5) 是 一 个 具有 一 个 湖人 购 量 的 在 面 族 的 包 
8, BIEBER а Г HEEK REL, BAREH: 
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102) А‹Х—х)у+В(Ү —у)-С(7—зу=4). 
其 中 (z,y,z) 由 公式 (101) Е, ША, B,C h [126] 中 公式 (31) 
ЖЕЛЕ. Ж (102) НЕЕ tH ТЕЖ, ЖОЙ (31) 


(103) Аах+ Вау +Cdz=0, 
ЖАН: 
(104) а4(Х—х)--аВ(У у) +аС(2 2) =0, 


其 中 替代 对 i Ауа, ЗАРИ TAD. 族 (102) 的 包 糙 曲面 由 方程 
(102) 8 (104) ВЭТ ЕНУШЕ ЖААШЫ. KARER ERHDERE T 
在 上 (zx,y,z) WEIR 。 由 关 傈 式 〈103》 求 微分 ЕЕ, 根据 
(31) Афх-+ Ва?у+Са?2-0, #433]. | 
(105) 4Адах + аВау-+аСаг-==0. 

天 保 式 (103) Ж (105) RH, ЕШ (102) а (104) МВ 
(z,g,z) НЕВЕ Г НЫ, ДЖ, ДЕШ (102) Ж (104) 
ЖШ B ЗАЛЕ Ы, EMERSE Аб. 

РВИ Е, E (99) 是 (5) Н Ж — ИЕН 
包 烙 的 必要 人 条件 РЕ, 它 也 是 充分 人 条件 。 ДРОВ 
[138], Е (99) (ЕДЫ НИНЕ: LN 一 M?=0) 也 是 (S) 可 以 
ВЕБ НИТИ ЖЕ НН БЕ EE ШЕ Бе, WARI, ЖУКИ 
立 ， 则 足 久 小 的 一 卉 曲面 可 以 按 上 述 的 方式 展 成 平面 。 所 以 ， 具 有 一 
个 佑 光量 的 平面 族 的 包 知 蚜 做 可 展 曲 面 。 

范 非 所 有 的 牺 性 曲面 都 是 可 展 曲 面 。 鲁 如， 如 果 我 们 取 双 则 抛物 
PRERE Hm., MSH ВИХ 0 不 成 立 [137], KAREP 
{ЕКЕШ ШЕЕ, ARER A ШИШ A ERRE, HJ 
SEINE НИ ша В АНУ. 


В MERMA 
$1 请 和 和 分析 


142, 三 角 窗 数 的 正 交 性 ”调和 振动 的 汉 动 
y= А sim( (t + Фф) 


ERSA 27 的 明 期 画 数 的 简单 的 例 。 现 在 我 们 限制 考生 N 期 8 27 


ИЛЛЕ ЖОЕТ Н РЕЛЕ х, ИЛЕШ» ZS 
y= Asin (2+9) 
西数 
Ар sin (k+ фр) (=0,1.2,3,--*), 
是 以 27 ӘЙ Л ИЕЫ ЕНДЕП, Eu Z Big Pk By С ЖП 


T» 
‚2 Asin (kx + Ф), 


MEJ 27 ВЕНЫ, ШИ ЖЕЛЕ. HEETE 的 
ВУЗ. ЕЖА 27 篇 时期 的 亚 数 Kz) апп] РВ: > МЕ 
ИЕ, ДЕК 7с) SERBE Z fh $x. 


1 (x) = 2, A, sin (kx - фк) 


ААВ они, РАВО ЕОР 
的 展开 式 。 过 三 角 航 散 的 一 般 项 
А; яв (KZ: + Ф.) 
ag Рагу 0528 К АННЕ, СЕВ. 
( 450) 
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一 一 一 一 пли о и. ан рить n 


Ак sin (ktt pk) = ар cos k= +bk sin kT, 
其 中 
ак = A, sin Pk; b, = Ак cos фк, (k=0,1,2, 
雪 航 调和 素 Asin go ЖЕЙ ИРЕК, АНАЛ, ТЕЛ & ИА A P 


{РИ ЕЛЕЕ S ° 於是 ， 我 们 的 湖 题 精 果 是 ， 如 果 可 能 的 和 医 ， 求 出 
Ай 


Фу, Qi, Di, ба, bs, "©", бл, Ön,’ 


ERE 

+ 2, | 

(1) | > 十 > (a, cos 2х 十 bysin kx), 
R к=] 


ВОО E SEIS ЕЛУП СЕ ВО от ВЯ), 
BERERE, PrE АЕ ЕРА R — ЕВА E 

质 。 说 是 任何 一 个 实数 ，(c,c+2z) 是 任何 一 个 长 度 £ 2x 的 区 间 。 

АЕНА ' 
дз < 十 2* 

(2) | cos kx dx = 0; j sin%#xdx=0 (一 1 2; 3, .. 3. 


ë с 


sin Ах 


д, ELB Н — АИ сов Ах 的 一 个 原画 数 是 п. | 


НЕВЕ, лес 与 zx 一 c+ 27 RCRA. 20858 W 
ELERE, MER АРКЕ, | 
c+ 2= tw С--26 
} coskx dx 二 一 =o. 


c€ X s 


同 理 ， 利 用 已 知 的 三 角 公 式 : 
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sin (k +1)z+sin(& -Dax 
2 


cos (k —I)z=z—cos(k +1) 
2 


cos (k ++[)z--cos(& уж 


sin Ах cos IT = 
sin Ах sin Iz == 


cos KT cos Lrt = 


AJ PARE BH 
eae 
} cos Ех sin Zx dx = 0 
《3) | (ка 


е} с» 

、 cos kx cos іх dx == 0; j sin £ x sin lx dx = 0. 
Ж РНК: 
(4) l, соѕ 2, sinx, соѕ 25, sin 2z,--*, созих, innt, +, 
‘ER, ARARE -HEHE A, Eo BAR (2) № (3) 推出 下 
述 的 事实 : 族 (4) ЕТЕР АЕО ЕДЕН НЕЕ ES 27 的 区 
ГЕЈ SIS. ЈЕНЕ АЗА В ВНЕ (4) 在 所 述 区 间 上 的 正 交 性 
Я. BERMEK (4) 中 的 图 数 的 平方 的 积分 。 对 页 第 一 个 画 数 ， 
ВАННА 27; РАНЕ, ВА 


. — cos PET 
sin” т == а 
Ë 


cos? kx = 了 十 cos 27 СОЕ eT 


我 们 就 有 
C+2r c+ 2 

(5) f cos? kx dx = x; j sin хах==т (k=l, 2, ...). 

ЛЕВА H, RPE с=-т, ЖЕ, Ш сс”) ВЫ) 

(л, +e) | | 
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ee раната а 


ЗЕ [ар] РД Е ВТАА, БОНА: — К Сх), Е e БЕ ЇЧ) 
< я, +) Е, ШНУР z КИНИ, HE Сс) 的 值 保持 以 2r 
БААЗАН ЕВ Я; ие АЖИ (1) 的 和 : 


{6) Их) = F+ у (ay cos kx 十 В, sin Ех). 


неа ра №) Сл, +z) 的 和 积分， 站 用 每 一 项 的 积分 之 和 来 
БЕИ Е 83 РИУ, gea: 
со +" + х 


fe ах = ў fo dx 十 + ol } cos EX dx 4- b; | sin hxax р 


根据 (2)， ае 
+ л 
{Каас = № ап =a, 


H WE Е ЛЕ ao: 


т 
(7) а= 1. j Kayda. 
EL3RRE E НЬ 的 7 №. п БЕ АЕ (6) МЕНЕ 
соз их, Я ЕН ЕВ. 


+ = ++ 
[| Дох) cos пхах 一 名 j cos nx dx 十 
w Г kamata 

I + * 


十 - > ( J cos kx cos nx dx ыы b, | sin kX cos nx dx). 


-== = 


根据 (2) 84 (3), RER А = п А B R 
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} cos АХ cos nz; ах 
И, ЗЧ УЧЕ: ЗЕ НАВ В (5)， 上 面 写 的 这 个 
Бил, 
如 此 ， 公 式 (8) ЫА РН ЛА: 
тк 


х) соз nz d£ = ам, 


-r 
由 此 
+z 
G a=} | Kaz)cosnrdr (n=1,2, °). 
同 理 可 以 得 到 公式 
т 
(7. ba =- | fæ) sin nz da (asa 


—л 


ЕЕ, и п=(0 РАЗА ТАЗ СТ) А8018), ИК РА W 


+ 
а, = 1 { лод cos kxdx (Е == 0, 1, 2, ...) 


(9) + 
b, 一 二 | 70) sin px ах {е 1; 2; а} 


P| ЕРТЕН АЕК, RRA SLEDE. НИБ, БИЗ 
ЕЕ Т G TTS РШЕ: MO, БИРЕРДЕ OE ГАС АОИ 
фену URRAK 《6)， 以 后 我 们 双 用 各 项 的 积分 之 和 来 管 代 抵 乱 和 的 
ТАЛ, КНЕУ Y ЖАКУ ДЕҢ ЖА, ПЕ 
гав ЕВ) Г ## 1,146]. 


ку» 
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Ă"— m r a I a 


ЕИ А EH НВ, aE Ra [8] Сл, л) Eš E 
HC RAR O) i we о, РМ 6, УЗНАЛА 
ЖЖ ЕЛУ (1) 中 。 骨 :， 如 此 得 到 的 租 数 在 区 间 《〈 一 工 , +z) ETK, 
MERKER EMERE У (т), 

由 公式 (9) ШН ЦАА 人 xz) Вла ЕН = Cé ey, 把 由 公 
А. (9) 计算 出 的 ax 与 及 HARASI G) 中 所 得 到 的 ОВС {ЖС В 
数 f(x) Pin А . ЛЕ Рр kS ОЖ ЕШР ДЕШИН РТ 给 
EJM BE TA E TOR A RE ВЯ. 

НЕЕ ”党 治 任何 的 长 度 乱 22 MERRENI, Eit 的 公式 (3) 
fü (5) ЯЗ. RRR, Ех ҢА MTBE. SO ЖИ, 
BEAAM о, Я, z PUEA, ста) = 7х), ВУ) 
ЕЕ а МЕНЕ ЕЛЕ ВОИ. САМАЯ СЕ Tal Ea. [н] 
ОНИ, ВЕЛЕВ, В 

ста 
) 1(х) ах 


WAK NRR с. ЖЕЕ, RET DHE e EARR e =a 十 的 
EIR ЗЕ m 是 个 整数 ，h АЕ O.a): 


+o (m + Па + ñ (m + 1)а (m+ 1ya +h 
(| лах = | f(x)dx = j f(x)dx + f f(x)dx. 
с то + H ma + h т + ija 


在 第 一 个 积分 中 引用 新 的 积分 狼 量 白 =Z-ma， 而 在 第 二 个 中 中 用 
t= r— (mi + ра: 


e+e 
ген \ Ftit mG) dti + í flts + Ctl) oulat. 


456 高 = E а 


i re ьа ьар = РВ — 


任意 SC) РАНЕ, ВНЕЛЕ Е z, ЖЗ]. 
е+а za h 


{усә ах = { © іх + f е dx= (ла dz, 
с L 0 ; 


ЕБЕ TA КЖ с. Ж 70а) 具有 通 期 2x， 则 我 们 可 以 由 А 
A O) Tr fE nl BJ ре EE FS 27 的 区 闻 求 积分 以 计算 筷 的 而 里 衰 傈 数 ak 与 
br. 


143 КИННЯЕР REIH (z) 作出 些 限 制 性 的 假定 ， 
РЕК f(x) ВО Е О СВК Е НАОП у, HERM 
BERRE (—=, +=) ЕШ ГС), KEM, REH ЈЕ 
Ер АЛЕМИНЕ ЕД Е АЕ БР Н FENE: 
Жас Ж АНТИ, Д z НН СУНИ) 或 自 左 (由 
较 小 的 值 ) 趋向 с №, f(x ) ЖЖЕНИЕ, ЗЕТЕ op E 
Fe+0) 与 Xe 一 0)[I,32]。 过 样 的 间断 点 通常 叫做 第 一 类 间 晰 点 。 最 
5, BEEN (—л, 十 x) 上 Хх) FERSEKERE ME 
RER, BEHE С, +л) 可 以 分 入 有 限 多 个 部 分 区 问 , 使 得 
在 每 一 部 分 上 f(z) асв, Рд ЗАО ЕЕК ФЕН ЕЕ, 
就 是 衣 ， 所 谓 一 个 画 数 在 区 间 (一 x, ог) ЕКЕ НЕ ФЕ, E 
说 在 过 区 间 上 它 或 者 连 纺 ， 或 者 有 有 限 多 个 第 一 类 间断 点 ， 此 外 ， 济 
ВЕН ЕЖЕ ЖЇНЇ S. ШИН, Е r= 
—ж, WAHRE НН — п Е УС) 所 趋向 的 栋 限 ， 所 以 我 
Л —л+0) ДЖ Nn, ВВ Кл ОУК Лор, EE, 
过 两 个 极限 可 能 不 同 ， 但 是 当 z= — Bü z= z Fk, EER Eq 92 СФ) 的 
ИҢЕ, ЖШ (1) ОЯ АЕ ИН. 
下 面 是 和 禄 里 哀 级 数论 中 一 个 基本 定理 :; ` 


и ia 里 m A 数 ADT 


E qre r r Er чиге... нин н н. — r mm в. — 2 


狄 装 赫 利 定理 ЖЕЕ Ев (一 4 ,二 7) „ЫЙ Лт), 58 
区 关上 满足 狄 闵 替 利 人 条件 ， 则 在 整个 区 间 《 一 ,+ 一) „ЕШЮ B) #8 
ESRB, ЗЕ HERF: 
17:8 BARNA /( z) ER, FR; 
2)ТЕВТ ЖЕ Ел. 27% 
(+0) + f(z—0), 


一 一 一 一 -一 一 


i—i 


DEEEH MES 工 = л ИҢ r= 二 工时， 等 扒 
Ќ- 9+0) +070) 
2 


在 本 章 最 谷 我 们 再 训 过 个 定理 的 证 明 。 

А НИРО ЕЕ, KARNE. ЖЕШ CD 的 项 是 以 27 
SHAHAR. MU HERR Сл, +7) НЕ ШШК, ДИ z 取 
HARRER EKS ЗЕ ВЗА ВСР ПРА 22 篇 再 期 重复 取 它 在 W. 
Ш (一 = 上, +) БА, ПИ, PEEN Сл, +z) 之 外 利 
ИН РЕ ЕШ. КЕ Е ЕЕЕ А Сс) 以 2x AANER H 
ЕН, РИ ЕЛЕ ЕН. ШЕ 不 一 XxX 二 0) < 7—0), Б 
的 端点 = 土工 ЖЇН Жи 

图 114 上 表示 出 一 个 在 区 间 (一 x ,+x) EMAAR, ЖОН 
БЕЛЕЕ, H ЕЕ ИШНЕН 
багу НИЗ, ЖЕ Н 它 
HBN, 

计算 福 里 嘉 怪 数 时 ， 利 用 下 
面 的 辅助 定理 ， 常 是 有 用 的 : е" 

МЕ Е (а, +a) 上 f(z) З, ИЮЛ 


458 и 等 Ш Ж жж в 


—— a Чт ол. 2 т 


= J (a) ВІ) 
Г (ху daba afro dz, 
ETG) PJH, ДЕ OC z)= —Л(х), В 
Ea. 
| Кх) ах = 0), 


АЛЕ АЕ РЕ АА, Рау [1,99]. 
144 例 1.1641: aT) [ШЕ ЖА К ДЕВ x cos Ал 是 r ЈАНИ К. Ar 
以 根据 公式 (9) НЕЕ а, FRE H i 3888 z sin Бл EARO JERE о, 可 


РИНГЕ а ДАС И: 


x =a" т 
9—1 R-L 
ё = — 4) x sin kx dx =2|- желе | += | cos kx dx | = 
Х =Ü 0 
m: 115 Е асан H РЕНО, ШАЙ КИНИ, УЕ с =s {ПШ ГД, 5ДЕ: 
ДАВАЛИ ИНО ЕТУ. ДИН ЧЕН F, ВН 
singt _ sin Эх _., 
1 2 У 
С 1) sin А. n) = 
г L | | 
= и хх вв, A шш 
40 аа. 
О. r РЖИ ХЕ 19 
J F; Ж x? sin tx EAH AE 
AURA D, TRR. BIKIRA a.: 


《10) AG 


А. 


° р 2 {х=ыпх| 2С 
< ° — < f z°sin kx 2 | 
2 | asas | — 1 -| X Sin Fx dr} = 


#=0 0 
_ Aj xcosbr] ЕЁ 
=l | -у Í coskrdr =(= S. 
Х ==Ü 心 
HI] 116 看 出 ， 在 诞 种 情形 下 ， 醒 里 避 级 数 的 图 形 并 有 痢 断 蜗 ， 在 整 А Ст, л) 
Го GEEA, ERRE r: 


со 
л? cos А 
k ==] 


ийт = Üs 得 到 : 


] | 1 ыл] л? 
r} а „2%. T =š 一 十 -… 和 一- 
(12) 1 к =. 二 《一 1) та [5 
ҮЕ 
1.1.1 
КВР ЕЕ Е Жолы а 
шсш т: 
1 1 1 
3 ++... =0,, 
(13) 1 十 可 5S 49 01 
HRA: 
7 = 0, —+ } Е 0, 
4 16 36 4 
H S K (17) 给 出 
1 1 1 | 1 1 л? 
-一 一 . -一 一- 一. ays 人 == 
141971617779 4р0 57 р) 
ИЖЕ 
1,1 1 л? 
(Y = Жолы ы ашны ыр жаш 
(14) 上 二 4 o + 155 Z° 
3 
буя] l L uso с ыз ©. 


9 25 (2n +1)? 8 


460 a 等 у 党 и B 


-SR -4A лед ло лм лил 


加 116 
5.2 ВИ! 
а Та 
ЕН ча 
现在 我 们 有 : 


a = 1. Fmt [hf ма { аак) = 4-С, 
二 —* 0 


t 0 + r 
a = — j х) соз бл бх | | acoskxdx+ | c, COS АХ zx |= 0 
= 0 


十 0 я 
b= S j f (z)sin kx dx 二 三 | | б, пега + | asin kz dx |= 
0 


(— 1)? —1 


== (61 — Co) zk 


BEDE Mi EMEI =0 k ERN Бр 2201 —020, рр, R ЖЕ 理 


( È 117 ): 


с —т<х<0 
(15) Cites _ 2(с,— оо) эшк Гы. -|= co 0С Сп в 
2 Л 1 3 се 
— BN 2==0 Ал № 
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—saaaaesa rC 


[Ч 117 
145 8 5] (0,2) 上 的 展开 式 ”在 以 上 的 例 中 ， 我 们 利用 被 展 
ВЕ ВОН От) 的 奇 性 或 倡 性 ， 简 化 了 了 屿 里 豆 傈 数 的 计算 法 。、 
ARZ, EH [1431 ВВ E НЕ ДЕЛИ а ЕД Ву ВА 27 
(9), WAR: ЮМ /Ca) ААА, 


2 
(16) а= 2 | у(х) соѕ kx dx, 6, = 0, 
0 
党 (2) ЖЕ, 
п 
Ӯ «=0, be= {f(x) sin kz dz. 
Í) . 


аа ВАУ ДЕВА, м Лох) EBRR, ЛА 


(18у | со + a, cos Ех, 
| 2 & i 
党 РС) Ысар ВНЕ, Ж ДАЛ 
(19) b. sin kx, 
д^ 


HER ЕЛЕ (0,7) РАМЕ Е — АН Е № (2), {ЕТЕ [И] 
(0, х) Е., ЗЕН] РЕА ГОН С18), ШРЕКА S 
ТЕЕ (19) 58 Е, 在 前 一 个 情形 上 , 依照 公式 〈16) BES ЛАШ, 而 
在 第 二 个 情形 上 ， 依 照 (17) 。 在 区 图 СО, z) AER RARE AE 
Hia, MERKAR RE 限 的 等 过 中 项 。 不 过 在 区 
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№ (0, zz) КОЕ Ж ЖШН ИИ 
№] (—,0) .上 恰 如 f(x) 是 

BER, MIEC OZI /\ ^ /\ 

， 是 以 2 RADA E AAA \-т / 0 NT ра NG 
НЕ. ТЕСНО Е 
ЖЛ [С — 2,0) ЕАН Fa) 
EJER ПЕН (一 z， 
пу 之 外 是 以 27 ЗНАЕМ - 


期 性 的 延续 。 
ш, ОНИ ый 
Е: 
F-D = 76+ 0); 
, /(—-я+0)=(—0), 
Їй Ж ЛЕ ЛЕ ВН. 


7—0) = -f +0); 
2—0) = 7—0). 


=== 
z |@ МЕ м 


HHE, Ера Аа, PSR РЯ СІ8) RAN 
的 值 。 
图 118 84 119 上 表示 出 级 数 418) Bü (19) 所 表示 的 画 数 的 图 形 ， 
ВИНО НЕ (0, т) 上 的 同一 个 画 数 /( z) 作出 来 的 。 
例 1-1Е [144] 9] 1 а) ЗА, ЗНА r 我 们 得 到 在 区 加 (0，r) ЕЕ, ЗЫ 
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其 基数 =°, 得 到 在 区 间 С0,т) ЕП ЗЕ 在 跨国 (0,л) Е 工 ERAR R 我 
们 得 到 展开 式 


=ч 


х= 220. 十 Œ; cos АТ 
uú k==1 


я 


ав = 2 xdr = zt 
JL 


0 
F 0 ЖЕНЕ, 
пена det ns 5 
0 р: ЖА о 
由 此 
O ME SE Q SASS r=) 
(Ü< z<. 


Е 120 
{ЕКШ С 7,0) ЕБ ӨК ЕДЖ CT MER o TEAME Crm Е, Е 
(Ë | a| 21: 


(21) |z|=——— о 3% 十 53 


EER С—-т,к) у ВАНО, PEREC, =) ПОРЕВО 
ЖЄ Е) (№120 У, ЕЕ (0,r) 上 把 两 数 z? ЕЛЕ, ERE: 


T 


a (s= COsT 0555 за ) 


X-I 46-10-11 
К 


br 二 二 x’sin kz dz = 
л л К? 


0 


464 = 等 K 学 х B 


ЕТЕН OK< Е С 1121), 
2 их sin 22 sm 3z у) 8 sing, ям 3х sin DX | 
Фет 2 3 ш ык Вы аш 
y 
| | | | 
| И 
“л рол ~ Ñ 


> 
„=й 
№ 
а 
ы) 
3 
E w 
a 
мү 
A 


чї ыр шь 
dem um a “G + т йгъ A +p 


ВН 121 
а. cos ar ДЕ z PARR MER Cr) EERDERE ARÉ: 


со 
а» , У 2 
COS ZX = + 7 9505 Ех; Ap = { cos zx COS Ех (x. 


| k=1 б 
我 们 有 : 
К СЫ: 
Е 
2 2 sin zx 2 sin х2 
d= — | coszx ах 一 一 一 一 一 一 = — 
т г 2 п2 
0 

х==) 


== | cos zx соз hx dx = = | [cos (z + А) x + со$ (2 — k) x] dx = 


1 f sin(z + k)x sin(z—R)x]=== _ 1 [sin (zz + kn) sin (nz — Ак) ] 
=| 2-4k 十 z— Е = 2 | & + z— R 
22 ‘пела 


= {=== А. 
( t) TZ — k)" 


RE, ТЕН -rsrsr E: 


з 1 
чи cost COSA : 
cos ах = ВР “2 | = 0800, соз3д _ 
元 222 12 一 22 23 一 23 32 一 2 


БИ тету ВН sina ВЗА АЈ, Н: 
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ifl < 2 l 
(22) аа | > rE 


k=i 


着 个 公式 叫做 图 数 ctg xz 分 解 需 有 理 分 式 的 展开 式 。 对 z REED п, EN 


Be, PENE ЕР НОЕ: 


51п°л 一 一 一 


s= = — ЧЕ т" ya (k? 2 本 |, 


#2 4-22 _ і 1 
аи ГЕ 


可 以 把 上 面 芝 公式 寅 成 比较 对 称 的 形式 


sin 5 = р 15 (z= k)? =. 


— 


由 公式 C22) ВЕНУ ESAN ctg z ЛЕБИ НЕ ЕК A (22) MRA rz ， 再 用 


或 者 ， ЕЯ 


(23) 


= 来 蔡 代 х, ШЕН ВНА z， 就 得 到 


22 
И = cig 2 == 1 =m Rnd 
ДВ Е} 
222 223 


kina 
pn (1 — а) 


— g 2% ай 
(tt 


代入 到 上 面 的 公式 中 ， 再 依照 z? HEKE HSE 


А; 1 л Жү) 
o 
zctg z=1— 2 — x DA pT pemi У pin Tere 
К == 4 ШЫ == К =>] 


ЮМС, ВИРІ: 
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2 z _ к 2 < 1 

Е 2 es 2 | 

n=] k ==1 
2 В B, Вл 
(24) 5 ctg 2=1— ma *— (271) rI ... 
в —2- 21)! (2л)! є 
В, = Ko L 


2 
5111 o 


把 5ctg z 5 看 作 cos -2 LES 除 得 的 商 ， 直 接 虹 成 级 数 [1,1501], PEETERS 
数 Bn: 


1 1 1 1 5 
6° 30° 42° ° 30’ ° 66’ 

於是 直接 看 出 В, ВЫ. РИН, HHE > MAT EFAA › ФЕВ 

РЕ 


(2r)? B, 
y 2" Dn (в=1,2, ***). 
k—=1 


布 时 代替 白 良 利 数 ， 我 们 考 虚 由 下 列 公式 确定 的 无 拉 数 
(25) 4. =1;.4, = - 


(Оку! = Азр = 0 = 1,2 3, °). 


| Ë t Е 
GOS— - — 一 一 
РНЕ ЖУ ЗИ: КИ Кс ы МИР 
3 P 2' ш. 2 + с dl 2 
2 е? —e 2 


推出 


-À 
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i Eh ааа — aaa 


2, Ве Ви n-1 Bni?” 
ar a a a аг 


= Ag + Att+ At + 14,1% 3... 
ЕВЕ НА ERAF ORAA ДГ 
146 以 2 В ЯНВ ВАНЯ ЕЕ АНАВОЕ Bd k = si 
ПАШ, ИНОЕ ЛЕ ТЕА А С л) Е, 288 E Es CE, 
ЕВЗ, ЗИ ЕЛЕДЕ (0,2) ЕКО PB ДЕШЕ БАША ЕЛЕ FZ S 
Wo 
НВ ЛЕНУ, HPE EARE INI BJ ka J ,. 就 是 依 


照 下 列 公 式 引 用 辅助 网 量 š РАЧИ z 


(26) 


Е = | __ ПА 
п’ = í 
Kaot | egy, 


大 图 数 /(z) ЛЕ D Е, ИЭ 5 ЖЕ, ВИК 
9(5) ЕЛЕ С -м, 9) 上 。 
CAR 945) Ka РЕВ, W48: 
村 J- 2 (а, cos Е -+ b, sin АЕ), 
6—1 


=з нат | /人 =) cos &@ = 


+: 
1 Ё 
(27) = 了 | Jf (x) cos — dx. 
—: 


+1 
1 * Ë 
һ= т | Je) aa ax 


468 高 等 数 Хх я 


— =- ---———ə n -— .-+— 


ЯШЕ, ЗЕ С—/. D ВЕКЕ РЕ ЕЕ, ЖЕ 
REHA Сб) 换 成 展开 式 
(28) SHY (а, cos EFE + B, sin =), 
k=l 


ЧЕН БЕК а, 与 5 由 公式 (27) 来 确定 。 
同样 作法 可 以 把 砍 定 在 区 阅 (0,7) 上 的 画 数 ГС) 展开 成 e. 


BERKE ЗРК /( z) 得 到 级 数 


в, ` hik > e k 
(29) > + > а, C0OS—— ; а= | /(х) cos ““ dx | 
ki 0 | 
со А š 
T 
(30) 2 bp sin ГЄ b, = 20706) sin erx ах. 
д] Ü ; 


Я ЕНИСЕЯ ШАТЕН: 


在 得 情形 下 我 们 有 ; 


HATEN ( 5,7) ERRESA, РТР ник 
0 ЕД ЛИЙШЕ > 185. 


Е 
要 аа 1) 25 Je: з 
скру Я 
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所 以 
~ s 0< r< о 
=> | > 
элу 0 
(31) 2 7 == An? Е I SL} Г 


пе 


像 我们 对 於 长 度 需 2r ВАЈАТ aaa] 《一 1 人) "УХ 任何 的 长 度 篇 
2! ДШН! Co, e--21D 。 过 时 在 了 区间 CHA) Е C282 ИЖ ЕТА ЩЩ f С) ， 不 过 党 依照 
公式 СЭТ) 让 算 傈 数 时 积分 区 出 《一 77 ERRIRE] (cyc 十 2 Do 
147. 焉 方 中 值 误差 ”现在 我 们 从 另 一 个 半 题 引 向 往 里 嘉 儿 数 的 理 
io ЖА Е— №, Bx J Ca) 是 给 定 的 在 区 间 《 一 盖 , +л) ЕН, (Е 
出 族 (4) 中 前 《22 +1) 个 画 数 的 一 个 委 性 结合 : 


(32) T 9х Crcoskz 十 Pi ПА), 


其 中 ао, аз, В, са, Pn хандав, REA (32) 38 3 LM п ЖА ЯЗ 
SAR. ВЕН (32) RER /(z) 时 所 得 到 的 误差 WEZE 
2: 


Кыт у= Uw == E -} >< cos kz -+ Brsin кє) 


EEN (тл) 上 |Anz| 的 最 大 值 中 做 在 着 医 间 上 和 《32) 表示 
ШЕЮ f(z) 时 的 最 大 偏差 An: A, РН, MURRAN бс) BJ л Ë 
ОЖ, KB, НАКЛЕЕК, 
ERRENA пи АВ А ЕСЕ: НБ РЧ АЧ, ПО Н.А лун ЕСЕНИНА 

表示 法 的 问题 时 ， 更 重要 的 是 使 得 жи” йз “Ве” ШЫП 
J, EDR “ВО” „ В 122 ЕЗЕНШ СШ) ара 


470 高 等 数 = н Ë 


一 -一 一 一 一 


HER (Сй) 的 玫 别 。 曲 穆 (1) 的 最 大 偏差 比 盟 穆 (2) 的 小 ， 但 是 ， 
一 般 襄 来 НН (1) ЖЕЛЕ НН (2) 更 多 ; ЖЕ 
(—ж,л) 上 所 通 到 的 山 入 (2) 的 相当 大 的 偏差 无 论 如 何 比 曲 入 (1) 的 
偏差 来 得 尖锐。 

半 众 疯 测 的 处 理 ， 胎 当 用 最 小 二 乘法 以 衡量 秽 测 的 准确 性 时 ， 要 
哈 用 “ 奋 方 中 值 误 状 ”， 它 是 由 下 述 的 方法 来 雁 定 的 ， 设 当 测 量 z 的 
Johi, 58818: 


每 次 测量 的 误差 是 
27-2 (AK=1,2,*,N): 
ТЕЗ ЕА Р PIRE ôn 


N 
М1. 
п =. > > = `2%)?, 
i k=l 


WEB, j, Е КАЕ): 78) И ИКРЕ НЈУ R, 

我 们 也 利用 过 个 平方 中 值 误差 来 衡量 和 
(32) НА a) НЗ, ВЯ 
HER, KETENS ERREN rh ikan 
©, DESENA MERE, + zz) 
二 的 无 项 多 个 值 来 求 。 如 号 ， 每 个 各 别 的 误差 
RA) НИИ, ВНЕ 
均值 就 是 ети 


+r 
J Í A: 
= | (луй, 


HEREA (32) 的 平方 中 依 襄 差 由 下 面 的 公式 来 求 : 
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2 


| f 
8: = =) д? (х) dx — 
(33) 


| 


‚т 
= ){/®— 309); (z, соз kx 十 Pn sin kax) dx 


k==1 
ТИ ЕЗЕП ВО НУ о, 91, Вт, ***, Ons Вп, 使 得 量 б ЖДУ, W: 
是 解决 求 画 数 ó, BBC 4869], Өл 是 2n + 1 НИИ. 
REEE дл ВУЗЕ (33)。 作 括号 的 乘 方 ， 就 求 得 : 


(34) I; (х)-- "2 一 2 (а, cos kx —+- B, sin kx) y = 


k=] 


= [F (Хур a, f (xy — 2 У, (а, cos Ах -+ В, sin ёх) f (x) + = 十 


k=1 
я 
十 (az cos? Ах 十 В sin? kx) 十 о„, 
k==1 


其 中 с EB. FIAR EA BIRER ТТ: 
cos [р cos mE, Sin Л sin mT бый 
Gos LT SIN wc, cos L, sin wer 
Е НИНЕ ТЕ Я [142], ВЕЕ ЕЗ ҖЕН] (фл, + z) 
HESAR, BERA, са ЕЕ АУА 103, KmA, 
со. 与 sin2kz АЈАГ ЛК т, EREA (34) 代入 到 公式 (33) Ф, 
ВН: 


% = -àf [/ (x) ах — | f (x) ах -一 
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п + "л 
一 | а, | f(x) cos kxdx + В, [Ше sin Ахах | + 
&=1 — Л — £ 


a? ы 
++ Y 0). 
k=1 


FERRER 作 z) ВОЛЕ Е ВЕНЕ, (9)， 可 以 把 ôr ВУЗЕ EA 
写成 下 面 的 形状 : 


т 


=z af VO dx 一 于 一 > (аа, -+ 5) + 
k=l 
E. | 
+ У @ +f) 
k=] 
ВК, И РН y 
q л 
— 5 У (04-82), 
k 


==} 


BJ PL SS pK: : 


35) == j uu =? (ak 4 08) A- + (a — в) 


+ 这 [一 co 十 人. 一 5909 


ВАХ В Ач Sk A НЕА КУПЕР. ШЕЕ Co = ae ЗК Н БЕН 
и = ak B= b, (k= 二 1.2,…) В, дл ЗЛУЕ, ВЕ, М ЖЕЖ 
多 项 式 作画 数 不 Xx) ВОЈА Фе ЕФ . 如果 过 多 项 式 的 傈 ВЕ 
f a) Оа Е, MES PERE R 
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过 时 ， 我 们 注意 一 个 重要 的 情况 。 册 所 得 到 Ву Е, ВЕ 
得 0, 取 极 小 值 的 数值 e, 与 Bi ДУ ЖИЕ n. 若 п НХ, ДН 
РНИИ а 与 В, РЕ ЕЕК В АЗК А ЛХ 
用 mx 与 下来 替代 对 说 的 а Вр, НАЗ, GD MAAE Fan ze 
En 的 大 小 ， 公 是 给 出 : 
l РУ 1 А 
(36) == j ио ВТУ а), 
= 
+ 
г 
(37) 2‹2 一 二 j О) ах 30 — y (a2 4. 5?) 


ЕАН п HKF, ВИН 了 新 的 负 项 《或 者 
济 ， 在 任何 情形 下 ， 不 是 正 的 项 ) : -ahn bae At п 8 
üp, BÆ in АНРИ Лу, ИЕ, = n AR , НИНЕ 
提高 《不 降低 ) 。 

最 = 可 以 由 公式 (33) ЖЗ, АЛЕНЕ Н az, br KERN az, бу 
就 成 ， 就 是 昼 ， 它 是 由 基 一 个 画 数 的 平方 的 积分 来 表 秆 的 ， В Eh — 
EEEH, RAER, СЛЕ. ЗЕ E, 再 根据 《37)， 
ЛА): 

(38) % LY (a2 + b?) = 二 3 [/ (х)]%ах. 


k=l 
Ж] Ж {ЕЖЕН C) WEARDE Waj daj hui o £S T ALM 
Pim VATRA АЈА АГАЕ ИЕЛЕ, MWE, 
要 使 得 可 以 由 公式 (9) РАЛЫ БАШ. ЁН [Йу за Eki EX WJ АУУ ВЈ 
ESTE. BECER ， 我 们 算 作 7С) ERRESA БЕЛА Я — 181 
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CT — — — 


BA. ЗВЕРИ ЕР Л ГЭЕ (1, 116], ВИ Ca) 可 以 
作出 很 广泛 的 假定 ， 在 任何 情形 下 ， 在 所 有 以 上 及 以 下 的 讨论 中 ， 
二 EEC 
RAEM. EREA 38. Воже, ARERR П 
(不 减 小 ) ， 不 过 过 时 它 保 持 小 於 送 不等式 右 过 的 确定 的 正 数 。 由 此 
ИЕ Н, ЖЕШ 


s> 
ру (me 
В | 


ЕЖЕ [1.120], №» НИНЕ, BRER (38) 取 极限 ， 就 得 
到 : 


бы Е о у 
G9) + Eat) < [барах 
ki -~ 


ЕЕ, Жл ЕНШ. КОБ ВОВЕ, RTA 
НЕЕ 38. 
PPE ЖН zx) (ЕТ ERS EBE, > +o, R] f) 6548 
ES 83 а, БЕ bi НШ. 
Е ЕТЕУ С ПУА: Ж "无限 
МАЛОЕ, НЕ асан, ЖОН n ЖШШЕ, RAR (37) № 


HER ДЫК У Р т У, MER: 


==] 6—1 
T 2 сл 
a 
бт е == + f (оа р — У (95 
п-с 90 天 一 { 


НЕ, м НН КЕ (39) 中 我 们 有 = 号 ， 就 是 


ЕЕ ia 里 Е ЯК 数 475 


一 一 一 —— - 


=—— 


(40) — 3 [Fo ах = = n > (аў r bz). 


过 个 方程 通常 时 做 封闭 性 方程 ЕЖЕН F— BE rR3k ВА 2,0, 
EER ， 光 公所 有 的 具有 上 述 性 摧 HRA Ja) ЖЕ, РЕЖЕ 
(40) 成 立 。 

148 .一 般 的 正 交 喘 数 粗 ЗЕ ее S ЕЕ 
а НЕЕ Е, по Д ЕЛЕ СА) MEZERA, Hi 
PE Е FB МЕА АО ТЕ САНА. ЧЕЧЕ АЕ, ЖЕНУ 
Хаа НОЙ БОНЕВ А a< HRAB, ВЕ 
Жен, ЯА Й НО: 

(41) PCT), PLT), ***, ф„(х), ++ 

Фе ть "< n ВЕ 

b 
(42) [теудат = 0, 


ЗАНАВЕС (41) 是 正 交 的 。 族 (41) РАНЕН Е 
А. МНЕ. ЗАВ РО ЖЕ 6 0. 


b 
(43) k. = | Cpa) Faz. 
Hik (41) 中 的 每 -个 画 数 mw(z) 乘 上 一 个 数 因 子 _ 上 则 根据 (423 


V kn 
与 (43)， 新 的 画 数 
~d „т š = 
їз(® SRE) Ya) = роба); раба) = РӘТ" 


不 仅 靖 足 正 交 性 的 人 条件， 而 且 每 个 夯 数 的 平方 的 积分 等 大 一 ， 就 是 如 


476 п = É м Я Ж 


В 


| О то HE 
x P (z), (зах = 
“D J» е * З н = п Е 
PARA 
(45) WE), Чат), WT + 


病 足 人 条件 (44), 则 我 们 品 过 个 画 数 族 是 正 交 的 而 卫 是 标准 的 。 没 六 xz) 
ХЕ дЕ ДЕ ЈА) (a,5) 上 的 某 一 个 画 数 ， 间 假定 在 运 旦 况 - 上 筷 可 以 傅 力 


Җ (45) БЕБИ БААВО ЛКК ЖЛЕ: ， 
《46) Ка) = ; У оока) 9 
= 


其 中 с, ЕЖЕ И УЕ (46) ARARA 0, (а), Жп 
正 整数 ， 再 沿 区 闻 (a.6) 求 积分 ， 算 作 右 移 的 级 数 可 以 逐 项 积分 


b 


f (х) Pa (x) dx = у ©; | ф (<) b, © ах. 
@ % 5 


=з} 


注意 (44) ， 就 得 到 下 面 的 天 训 6; ИЗ. 
à 
(47) вы =} SCD Yn аа (2 =1 ,2,……)， 


由 适 些 公式 所 确定 的 傈 数 , ИНЫЕ 7 (ac) ВЕРЕНА (45) Ну рН 
НН. ИЕ [142] 中 一 禄 ， 以 上 的 讨 蔚 只 有 引进 的 人 性质 ， 测 题 的 
堪 格 的 提出 法 如 下 :车 把 由 公式 (47) 计算 出 环 的 傈 数 代 大 到 (46) Ж 
В, EER Са, Б) 上 填 侦 毅 数 是 否 收 剑 ， 如 果 收 合 的 话 ， 它 
ВУП У Ca 7 ЗВ, НАК f Ca 要 作出 ШЕ 
假定 。 把 由 公式 (47) ЖИВ сп ВАН (46) 中 所 得 到 的 ВО, 
TUARI (z) НЕЕ. 
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现在 我 们 转 到 第 二 个 观点 。 我 们 寅 出 ， 当 用 下 面 形状 的 有 限 项 和 


У yk WE Са) 


k=1 


Нее СЯН AE НУ НЫК 7 WF: НАТ РЕНА А. ЗЕМ 
平方 由 下 面 的 公式 来 表 迪 : 


b n 
06 0 (00У nt e] ах. 


Ri 


注意 《44) 与 (47) ， 亚 重复 像 在 [147] 所 作 的 计算 ， 就 得 到 : 


@ at= | 70а —Y 24У а а) 
2 Е] 


Е==| 
ЯР Е, ， 由 此 直接 推出 в КИЕК (2) НОЛЕ RA 
Ж, И] 9. ВАЛУ. ЗЕН RRINE MME ， 我 们 有 公式 : 


b 
(5— а) а = | (00а У с. 


Кек] 


的 收 颌 往 ， 以 及 不 等 式 _ | 
(48) > ck <| [/(х)]* ах, 


= 


478 高 等 ш м“ н B 


BARENE RARER ŞA, BERAE AE: Ыл ШЕП 
Ф. En ИЯ, M га АЈА ОЕ (48) PRIA =, Ж 
ER 


Б оо 
(49) (voPar= У д. 

@ R ==1 
这 个 方程 时 做 f(x) БЕЛМЕН (45) 的 封 阴 性 方程 。 若 对 从 具有 上 一 
Вет r 3 FE А SEWA, ЖЕ (49) 是 正确 的 Яза ЖУНШЩ 
20389. KEH. FERR. HAREA e e E E ЈЕ 
ЖЕЕ, 方程 (49) REEM., 

ДЕ В. A. ЖЫЛ Je ГЕН, ЖЕ ВОН, {ШЖ Т 
ЗИ] РЕ ЖЕНУ ЯЗ. НИ» ЛЕНЕ ГЕ, НС HEERA НИ РОЯ 
РЕ ЖЕНУ Зе. РАНО, HPH PLE p AE BJ ВВ, НБА. М. 

ЕЕ k kr k 

1, cos £, sin 2, cos 25, sin 22, ---, COS их, sin nz, *** 

НОЕ (—л, +z) 上 具有 正 交 性 ， 但 不 是 标准 的 Ж 
是 襄 它 们 的 平方 的 种 分 不 等 从 一 。 由 以 前 所 述 的 计算 [142] 推 知 ， 在 
дё F, Е 


1 l cos T, — sin T, =, —1 cos nz, —sin xz, ` 
yn ynu ит их y 10 
EXA О Н.Н). 


Р ЕРТЕ Fñ WL BJ SS ШЛУ ЛИТ ВЕЗЕТ; 2% 
А TEZKE, ME 4r, 4,, 4. УЖЕ ЕН 
上 的 区 量 。 这 个 向 量 的 瓜 度 的 平方 由 下 面 的 公式 表 过 [103] : 
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(507 A? = А2 + A + А, 
# А ба BERDE EPSE ГЕ ОЕ (1037: 
(51) А.В. + А,В, + А,В, =), 
JE k [328 Hoz ГНИИ, REE ТЕО (а. b) 
АСРИ Е f Сас) Е ПАВЕ, ESRT — B) 
ER, РЕ ОЛЕ ЕВЕ АО АВЕ ЕНЧА | 
分 的 性 把 。 

ВНОК (50)， 我 们 取 积分 


h 


JEFE) 124% 


ВУ АРЧЕР РА СТИ E: У (z) НУ ЕЕК, НЫ 
(51), ЖЕНА ы ЖЛЕ ñj rB ВУ НА) St Z, (z) ВА 7, (2), 


р 


Гл (z) fa (х) dz=0, 


ШЫ ЕИ ВЕЗЕТ ВОЛЕ. ДЕЕ] ЕСК, ИЕШЕ Са, b) 的 积分 
RATAR (50) 与 (51) PHARAM ЕВЕ, KATA 
Ro ， 人 条 件 (44) 相当 页 ， 钥 成 族 (45) 100 НЕХ ШНЕК 
一 ， 就 是 说 , 在 我 们 的 画 数 空间 中 ， 向 量 ww (z) 就 类 似 代 普通 空间 中 
对 对 正 交 的 基本 单位 向 量 粗 。 可 以 说 由 公式 (47) 计算 出 来 的 cn 是 向 
县 了 (x) 在 基本 向 量 如 ба) .上 的 投影 АЗ ИЛЗ (48) НК. 
КЕ ЗВЕНЕ, ЖЕН, PRIPREMA 
对 对 正 交 的 基本 单位 向 量 ， 则 根据 (50), ВЖЕ D. 7B, I 
如 ， 如 果 我 们 取消 沙 OZ 轴 方 向 的 第 三 个 基本 向 量 ， 则 代替 了 = 号 我 
MEESE 


А? 十 a 去 |4 , 

其 中 = 号 只 是 对 其 在 XY 平面 上 的 向 量 成 立 ， 而 对 从 甚 余 的 向 量 我 们 
有 志 号 。 在 画 数 空间 中 存在 有 人 振 器 多 的 对 对 正 交 的 基本 向 量 ， 但 是 不 
可 能 简章 的 计算 出 对 其 过 桩 多 的 基本 向 量 ， 玩 否 还 有 漏 拔 的 存在 。 

РАЈ f Са), ЕЕ, НАВЕРНОЕ 922 ТН rh B 48 B 
ву, HURAR (50) 的 封 团 性 公式 (49) хм, АВЕЖАВОН AM 
— ЖАК [и] ЕН ЖЕ, мл, ЗНА (45), ЖАР 36 439 
Ву АЈ ңе (z), ВЕНЕ ИЖЕ, РЕ, B 
Л КАЕТ Vo (z), MWER 


Ь 
ZORO, (в=1,2,***). 


根据 САТ), НЕА HR V C) ВКР (45) ПУР 
ВОО. ЕФЕ, Д (49) REAS G) 都 应 当成 立 , # 
ERR Vo (лу ç ЖЕНЕ V (=) 所 有 的 cn 都 等 ИЕ, КЕ 公式 
(49) жн 


b . 
(52) f со, Се)  4==0. 


例如 ， 老 假定 Ww (w) = ER AR: ДИН (52) 推 知 ， 在 ЕЕ 

a STD E Wo Са) EERE, НАНА КЕ ГАНЕ 

的 连 蔬 画 数 与 所 有 的 画 数 〈45) 都 正 交 , MSHE АКЕ, ТЕЛ 

РАША (45) 由 做 完整 的 。 由 以 上 所 述 扒 知 ， 由 封闭 性 可 以 推出 浒 从 

ЛЕ СВО ле ЕЕ 2 ЗАКС ЕЕ СТ ERR CPR ESEB 
BRD A THE H E ERS H APE, 

м9 ЗНА Т СЕ PIR AB 15248 ЖИЫ ER H 388 分 析 。 若 图 数 


一 иаа. 2л. 
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f (z) 是 由 分 析 法 给 定 的 НШ НОЛ, (27) ВХ y S BB о ЖЕНИ 
ВИ ВУР з ВОЕНА REIER s ЖЕП ӘЛЕ ПД ИКЕН 
йы HZ 烧 的 最 方便 的 方法 ， 或 下 找 求 给 定 图 数 的 各 和 级 注 和 来 的 居 方 便 的 方法 。 

调和 分 所 的 计算 方法 基 殉 在 於 订 用 科 分 的 近 位 计算 公式 以 计算 关於 a, Ж% b, 的 积分 。 
а ЛИИ hyk hy B] uB PJ e EZ AN LI, 108]. . 

Pta n R БЕЛЕ бк, НАЗОВИТЕ OX ñj ЕЕ ERAR LEENA о BE. 
ГАТА ЕЕ < 一 0 与 гот, 现在 把 区 关 СО, 2т Ж п 个 部 分 区 闻 ， 用 下 面 的 记 器 
ВРЕЛА: 


= (). Ti. а, s"... Tale х.= 27, 
EER f Са 在 道 些 昧 的 值 记 作 
Ув: Ya, У., --., ый Т йз 


BRETAR: 


о n—1 m 
(53) ав = — Yicoskx; Ёр == P V ,sin ёлу» 


ТИИ л, 和 b, 时 有 各 种 的 方法 可 以 完 双 简化 公式 (55) › WË R PE ROUNA ЖЕ 
ВА. ` | 

РЕКИ ЧА W. Lohmann 27 ӘИТ, ВИД НЕЕ МАЗ (55) py: — 
Ө, АНИ ЗА НВ AEREE 

ТЕНИ ЖЕЛЕ › jupa Ч НОЕ ЗЕНА F , ЗЕ АВВ Е 
HERIZ) БИНЕН КИЙЕП НЕГЕ КИД p, ВНР, 
通 期 分 各 二 十 等 分 。 


=. анн ri 


i) HAHarmonische Analyse rum Selbstunterricht''. Berlin, 1991. 


Е 
1 (07 

= та 
HUWA 39. | 


3 1250218 6 136 160 И 
ПШ 29) А. НОН 
Ер 205 232! 198 ЛЕ KEN 
6 1205 一 一 一 一 _ 
A 195 128 109780; ДЕ 
ЛЕНИ 


ССИ | 


и кзз сын 


10 HH ГА :69 ИЛ 126 ; 


r 


= i ṣẹ "т å" ч 
эв т аы а= 


х Nas — 


f2 Li VALA 196 | 91 
13,29: 28:23: 17 а | 
Ш! niola 1618 7 
AYA 191511 i 
f: 50: 一 
f: 0: 5 89: a Е Е 
(8 i58: 5093 1931471 : 
{9 ЖИЗ f 18} TA Е 


20: 173: ГЛ Ho: А 2 


а к Gak Ó aa 


r 
T 
r 
} 
т 
і 
1 
1 
| 
| 
f 
| 
t 


ть чы Шыл шы = вы das ч = вы. ss 


: 
= 


e SEE anan РЬ чын i i s a s w ss s s s ss 


w - w <“ s ЧЕ. sma w = 
` ча w арине x s чын ma ЭРИ s QB wa Ш ¿mm mh ша жыз 


= w “m. ы mm mb ТЕР "Шы йэр ы Ga ША 
L "їн ШП e пыш а Е н = 

— = s s s y s г SE mh Qh ЫЕ э ы 
L L. н ШШ к= Ыл “ш чыр ДАЙ 1 


= ых тик ыы чш 


2. 在 另外 一 张 作 好 方 格 的 级 上 (如 图 192 所 示 ) 作 一 个 天 IT ВЕЕ 
901,9, …, 90; 在 第 二 行 中 党 出 曲 穆 上 对 三 蕉 它们 的 炮 坐 禄 ， 过 可 以 由 酚 数 的 图 形 上 直接 
няк, Арала расло, ра зонда алк Н 
ЕВНА соз 18° 一 0.95 HRN ЕНИ — ЕВА cos 56°=а \ 
一 0 .81 的 乘积 ， 再 以 后 一 一 移 坐 标 贷 cos 54° 二 0.59 HRR, 800 — ЖА cos 7P = 
一 0.50 的 乘积 。 最 熏 一 行 保持 空 月 ， 它 的 顶 上 一 个 收 味 了 。 


5. 需 要 雁 定 展开 式 中 的 常数 项 -之 -一 ro， ЕНВЕР fD, PREN. 
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4-3. ---- en + = d= A- =r PARETA ET 
4-е ЕРТ 
Ш | | ү I | ыз а! 
Pe ТЕ РЕРЕГРРТТ 
СМЕЕТЕ 
= а рь Li 44-4-4444 
ra ЧЕ ы ТОЕ SK wa o И ВЕ: 
та 
Кешу о koles [so ое Ө о A 
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w | | i í! Í | | | | l 
ЕР 
| | I 可 
„решен ыы икте рле 2 KW 
Ча і + 
| | + 
1- + -- Eee 


2 оо [с тө 55163 


l і 
—— Е --!--|- ‚гт =н 
| FË ры И 
1 | | мы!) ш "| №. ИШИНЕ: м. 
ТУГ 1 f ! ! А | ! Е | | | 
мә í | В. t _ ЖА =L сы нЕ аЙ 
人 人 І Ж Bi Í 1 ] | Í | "IE ) |! 
ИИ Ин Т 
-potah 434 ию БЕДЕР Ию ma Tk гэ ее 
| ә і Cs w Z. =. | С 


H-b- — 
| 
ТЕЕ Е 
| 
„ыш 


La 
一 一 -上 ~ 


| 
-г- 


135 в 


Е 
КАЮ УН “к. р. (KE 一 1 ‚3, -=,10.) › А PF RX ° 5:181 135 所 作 的 


4.57 
形式 , НАЛЕТ, ТЕН. БВА МЕТ БШ 


124 ЕЈ 


把 每 一 个 格子 放 在 


同 。 模 子 中 所 指示 出 的 格子 说 党 用 粗 稳 税 阐 好 ， 或 用 不 同 的 关 色 蝉 好 ， 


ЖЕ О 1942 神算 往 穆 圈 的 格子 中 鸡 数 之 和 了 o, НВ TRZA E m) 


于 把 等 一 个 用 10 Et; 


‚СЯ ме 
| © 
= аз 
> | Са а 
>= | “总 
ы —_ 
© = 
г | 
аы 
Kk, 


Ro ЗЕЕ. E СУ гу - С > 


= 
ЕЕ 


AART: 
(EE ВИ а: убуру аа; Бо уч 


5. 由 公式 


Гүр» 


{ЖЕБЕ Vr ЖИ ЕП RA Pig Toy m 


公 


b; 


tg Øk 
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REE AMARAH Pis oy, 10. 
P Т ЖЕНГЕ p, 8 АЖ Рае, ВАНН p AEREE 1°. 


7° 


| оло | б! | 013 | 


加 四 四 号 0,22 | 024 | 026 | 028 020| 2 |озз 0,35 
04! JOE 0,46 | 0,48 | 0,50 | 0,5 Е 
061 | 0,54 | 095 0,59 | ол) ола | 0,77 
GOR 6,58 | 0,92 | 095 | 098 | 1,05 ЕЕ = 
GEEAE гы 
Иса воры 


四 本 回想 ГЕ: 


Кы 一 一 一 一 — ú 


在 通 表 中 可 以 我 出 十 个 数 ， кеше z ее › ЗЫ SRE y, PURA 


ПАРЕА) ЈАЗ ГАЈЛЕ ВЕ КАУ СЕК, РЕЛЕ ЇНЇ КЕЛН НЕШ ЛИЕ, 
RUF g и КЕШЕНЕ) СК ар ER b. АУЕ: 


Жа ЖТ ЖЕГИ MRR F IRPA RL ЗУ 195 КЕИШ КЕМ, 


Няяя 4% їй ми к 


Sly 
ш 
i 


-可 ытыы 
73 | 0023 1222 33.4| 284 |71 ь |251 
а ар зря 
Сы 

É: 
| 


| 
| 


z E= 加 
i CHERI KOR SEIS E 
中 本 sb 


最 后 我 们 狂 出 ， 上 过 方法 只 是 对 大 第 一 攻 和 素 给 出 比较 正确 的 冰 果 。 
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150. MERREM ЕЕК Л. НН Ж 
TAS 18 И, 从 讨论 展开 /(z) ЛИ ИО Е ВНЗ 
HBS АБ ЖЕНЕ /( z) ЕЕ, АВИА 4 Я Ж] 1 
+, ДАРА РЕ, АВР ЗМ ЕВС В , 

Е JOO НО Е 


об 


<1) = F Уа cos KT Orsin АХ), 


== 1 


其 中 тт k 
q |= | 0) cos ht dt; b= [| f (£) sin kt dt, 


RARER АВЕ, 是 急 了 计算 册 称 分 谷 不 致 供与 公式 41 E 
КЕ. х5. 1 аг 91 5. ЗЕ АА 人 到 AAC), ЖЖ 
(жу ВНЕ ЖЕШТИ n+) НМ, ЕЙТЕ ЕРЕ 5л: 


S,(0= % +- Ў (а, cos Ах -+ b, sin ёх) == 


k =l 


+r < 
| 
=> j / (D |: + У (cos Ri cos Ах 十 Sin ЕЁ sin єх) | dí == 
-g k= 1 


=. [5 =F y cos # (£ — x)| df, 
= k =1 


不 迪 我 们 有 下 面 的 公式 LL 174] 


sin п 一方) 了 + А 
Ї + созф + со52ф 于 … 十 cosk2 一] )ф= — Ч 
2 sin 一 - 
Ё 
АЗАЛАР (n+1) ЖЕ», НЕО, ЖЕНЫ: 
-=+ coso + соз2ф 十 多" + совт = ——V 
2 Psin 
2 
由 此 
1 п sin (2л 4-1) (£ — х) 
(2) >+ У соз) а —. 
k ==1 2 sin 5 


於是 上 面 的 SO 的 表 尖 式 可 以 寡 成 下 面 的 形状 。 
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Bpa arr mm л. ини: ТИЕН анаа. uk ¿awasi w: ai Ep тана ае 


"= --— , mn í ————ə  —————əƏ v. s arsssanmizgmumaumms а 


ып Q+ 1) (0 — z) 
l 2 
Š, (f) = — J ü) ———- dt. 
ш дй = 
лье $ 


НВ ЖЛЕ ВЕ а] (一 x, 十 .i) БАЈИ ЛС), 以 2л ҖИ НА ТЕЛИ EJ ИЕН 
ЖЕН, ЈЕУ uj AR ВЕНА x BJ BAS РОВОВЕ ЛЕЕВ, ШВ. РА 
2л WAW. № (2), НЕЖИН, ЖЗ РУКА 2 Жо 
НЕЕ [142] 中 的 附 诗 ， ЕВА PRRI РД 用 任何 的 长度 篇 24 
Вр АТАЛУ ШАШ] С—-ж. +) Ж ЛАШ Oz) ВВЕ = BJ — 
{ТЖ ЩЩ, УРА aat a) Ала 

x 十 x 


1 ея 
so 人 / (0) dt. 


. £f — x 
2 sim —— 
了 一 此 


我 们 再 提 一 下 ， 所 有 以 和合 我 们 用 的 A, REEMA CE 
ЕН (一 zc, z) 按照 上 述 形 式 延 秆 到 с 的 所 有 的 货 数 值 的 。 


= п 
把 整个 积分 分 篇 责 个 : 一 个 是 ， 另 一 个 是 | 。 在 第 一 个 积分 


PERAR t= r2 引用 新 的 积分 焰 量 z AER 上， 在 党 二 个 中 一 一 
依照 公式 t+=z+T2z。 在 积分 号 下 作 好 糙 量 替换 冰 计 算出 产 的 千 分 了 月 ， 
Я]: 
i г 
G) 5.00 = | 22) sC | f(x 22) аСт, 
0 
Бк АУ ЇЇ энне атау (л. 二 Е Ра) ЕС, HRACH ME y£ 


锋 散 中 的 自由 项 5 ЕТ, WRGD ESE, MER, УК 
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п, SD 等 认 1 ， 众 十 我 们 有 下 惫 的 等 式 。 
2 Е іп (27 -+- 1) 2 
SITI ' 

(4) ы! ы = == 15278.22), 

ЛЕНА K ka PIA R — 468 РЕН. 

HER (a, 5) 是 区 间 ( —л, ta) 或 是 蕊 的 一 二 分 u (z) 
是 一 个 函数 ， 在 (a,?3) LER, ЕЕ [ЕН НРА — 35) 
ii, ВЈ 0 n ERB, #875 


l ii (2) cos mz dz к о sin nz dz 


BaF, F (c,2) EER (л, +7), HREP ЕН 98 L147] 中 
的 定理 先 公 一 樟 。 现在 设 (a,b) ЕВЕ] C — л) Ву — Td (z) 
Н (а, b) ХЕИ :一 r,+T) ， 使 得 在 位 其 (ap) 之 外 的 硬 
1] Ca, +z) КЕЕ, ЖЕ, КЕЛЕ НКИ 2). 
ВЭ аЬ и (z)= W (z), 党 ЕВА (—л, +=) 而 在 Ca.5) 之 
ЖЕЕ 062) = 0, її, ВР 


b +r 
[Го (2) cosmz dz = т] 3 2) cos nz az. 


基 是 根据 上 述 的 147] 中 的 定理 ， ЭННИ, ТЕЙ. ЖЫШ 
(—п,+л) E, (а) BERRIAK TARS RRRS. 
ЖЕНИ, 车 (a,5) 是 任何 的 有 限 区 间 ， ЭННИ 保持 是 正确 
的 。 

НЕРЖ АЕ f(z) И САО E, HERRA 
Вер лу. 把 过 个 因子 移 到 积分 路 下 ， 再 由 (3) 式 沽 去 所 得 到 


5 
SI 一 /一 二 | ve 一 到 一 /0 


510 2 
] . 
+} ос 22) foy SEED g, 
0 


ze Н] РААН РЧА k: 


т 


2 
1 х— 22) — — Dy 
(5) SN — f(x) = x. [HU -= Sin (22 -Et 1) z dz -+ 
0 


= 
t 


1 - Озү. 
++ |070), 22 sin (2n + 1) z az, 
Ü 


sin 之 


ВЕНЕ BJ] БЕЗИ J (z y E оде СОСЕТ 2 АП Сас), ОНИ п 
ЖЕШ FELS OO — РС) о 


我 们 在 区 间 (0, F) ЕЖЕ И 


/(ж— ?2) — flx) | аля | 

— 22 $1712 
由 Л(т—22) МИЯ EA Сг) 的 第 一 类 间断 点 ， 此外， 需 
要 特别 讨 府 z=0 运 价值 ， 设 在 所 取 的 点 z 画 数 (2) ЛЕ НД; 
нн» HAREAREN 


(2) = 


EH, 2o00 VO) ВНЕ, НЕХ 
-2f (x), WEBERA ЕЕК Va, НЗ, н 
REW AA (S) Же Ня, ГБ ARAA AA 


492 a жк 学 хх H 


=, НИНЕН, ЕР <, Е 15,07) - Cay] Ни, 如 此 我 
们 得 到 下 面 的 定理 : 

РЕ ЖИЕ (т, +0) E 六 Xx) 连续 或 有 有 限 多 个 第 一 类 问 
Ёз, 如 在 /(z) ВНЕШН, "ЕН RR %% ДХ ЭХ ПО 9 ЯП 
Ka), 

AES В р ВОЙНЕ, 设 在 是 Z ВОТ KENAA: H 
HERD MAEA АЈ ВЕ 


(6) lim Flr — di 0) 以 及 lim а 
上 一 十 0 A -二 0 


送 雨 个 极限 的 存在 ， 也 就 是 左 微 商 和 与 右 微 高 存在 ， 在 光 何 .上 就 各 当 愉 
ВЕЕ АТЫ ИГЛЕ. за, FRASHERI НОЛЕ ВАО 
充 成 立 : 车 存在 有 BRER (6), НЕЖНАЯ /(z) воа (К 


Жк B tas gp TOAT [车 7(z) А, жаз 
Ку), 
(4) RRA e ОЕЕО) 再 由 ORRE АИ. 


ст) 8,0) – ОГУ 


T 
— 92) Ре 0 ° 
| A ) sin (да + 1) zdz 二 
б 


——— Sin (28 -| 1) zdz. 


510 z 


TEESIEN, _ 22 _ 
pi astartea, 


ИПОН, Жл ЕКШЕ, БАННЕР. 
注意 极限 (6) 存在 ， 我 们 可 以 肯定 ， 当 2>0 时， 两 个 分 式 


вх м Ниши 493 
Ka-2) HE0) g fE t22- AEO 

EPA ВВ АЕ 6, HEREZA RP ANE тп 
WRM, (7) AARRE НЕ, ЕЯ ТРЕ 
於 定理 的 补充 。 

ЭНА х=л 80 r= 一 7 两 催 值 ， 根 据 六 Xz) E Е, ЖА 
(6) КНК 

Вт /б—-+ҺЬу—/( —%-+0) gd lim Fn —h) -fQ 0) 

h->+0 h h> 4-0 — A 

MREZA 
f= u Ёа 0). 


注意 ， ЛЕ —БЕФИУ Вт RRA ABP, Sa 在 所 有 的 БИЯ 
ЗЕ НН Н) ДЕ EB KERCA ЕЛИ ИНВЕ, 

151.95 PIRE ЗН ЖЫ РИНАТ ОНИ. 我 们 > 
HHR Ray, CRS I rh [1, 95] АВАН БИ, ШИКО сий? 
理 。 过 个 命题 可 以 叙述 如 下 ; ЕЕ ИЕ Ем 
ЕЯ, Jom) H| 


HA Ra] аар |, 


b $ b 
B) f eF = pie +0) | /(х)4х е0) | fix) ax, 
a а £ 


ЖЕНИ Са, Б) га я. БОЁ СаО) Щщ Но а, КИ «Б убу) 
Що НО 702—0) НЕ. 

АИИ ЩЩ», RASA С) E ЕУГЕНА ДА, (8), РЕЖ Ke) E FEN 
0, ДУГ 92] E. FH, 应 用 公式 ЗК Lpa] ЙЕЗЕ РИНЕ НИНДЕ, ЮЧ 
РУ (=) 的 等 式 48) 。 ЗНА, НЯ РСа+02=0 时 的 情形 来 苇 明 等 式 (8) о 
实 降 上， 欧 时 从 过 种 情形 苞 明 了 等 式 C8) ， 而 我 们 所 考 处 的 pr) ЖАН plato 过 休 
ВЕ. RREA ТАЕНЕ Oend СаО) › РАВЕН БЕРИ (ñ PFP 


194 л 等 жожо FE 


E Ф (a-F0)=0, Ф (b—0)=9(b—0)— platt ШАБЕ, ДР (z) РЕНА 
ACO- HRR # Ca+0)=0, AA (8) 就 给 出 


b Ь « 
Гарса саах =Q — 0) | Kejdz, 
а £ 
或 
b b 
f tacz) — ф(а + 0) Лех =[g(b-—0)— f(a + DI | Gaya, 
НК 


[= 


= 


b А ' | 
ниен + 0) [fre «— Es Я + ç (6 — ојл dx, 


WH S AP ЕЛЕН ЗВ PO RAA So AER HA у а-+05==01ШҢ. pa) ЖЕ T 
ЛЕ клн 15 F [Eka JE wk АЛЕНЕ 8) БАЙ, REH] Cab) FRAME 
ERER 


BAEN RME Cab) HERR TAAR Amao hR MaN: 
To = 0, Ti, Tr, '**, Ж, 1 L, -Th -13 Сл =b, 
我 人 已 知 [1,951 : 


Т 


j f(aydz= ЖЕ) (ж-а), 
21-1 
Кз ЕВЕ Cipro 内 的 一 个 值 。 
作出 和 ' 


ў © (t) / (ED (z, хаа) = > ç (t) j f (z) dx. 
imt i=1 


Fjal 
7Š э Ra Mm REH Gir Z ЕВЕ НО МЕР, AAAA A ESU 
ЕФТА), HER, RITE: 


вое т 里 Ж R Ж 495 


ae 


b 
f е (x) / (к) ёх== um у ФЕ | у(х) ах. 
res] Ху 
m= RKR 
(9) 5 #60 f эрш» ў $ [Í пае f so ах | 
ri-1 А-1 


ојл у [д-р frw dx. 
1-4 


Ж: 


(10) fiwa, {лодак { лоо... (ак, ШО 
» + ы 


Ж-ү “и 


ЕТЕ РНБ КЕРЧИ 


(11) Гиан -from 
АТОЛА ЖЕЕ т ЖО (1,96. ， р C10) RETE EMERIK E С11) 的 最 
„М m ран KIE М 2 Gile 
ET, TEREA 9) 中 ， 所 有 的 因子 
Pl R ФСЕ) TGE) 
WEER, AFIA и RECO ti WPJ MARR СТО) P MAR gi 
3: 


у ? (tD лов + y le (Е) — 9} т =p Ea) т 


š = | £j i= 2 


y q (t) j /(х)ух < {+ (Е) + у [p E) А M= P En) М, 


і == 1 хід i= 2 


n х; 
pema У et fdr =G, 
і = 1 X; 


аб ә у no ERRE ЭО 
225—0; 9(:,)-> (b —0)5 


BEER EA 
b 
у (b == () у» | Г. Са). жути! (5 ЕЯ DM | 
就 是 


b 
IÉ (казах = (b —0)P. 


Hh P RERE Gn, М) РИ. {НИНА CGD ЕАН С а,Ь) ЕДН МВ 
m ЖК M СИЯНИЕ [1,45] , Wú PETE n АМ СНУ, ИНЕТА ab) E 
一 定 有 导 样 一 个 值 %， 使 得 


b 
{A 4 иг Р, 


於是 推 知 
b b 


OUE = ФСБ 0) Koda, 
Сі 证 


BIRIKEE #Са-Е0°”==0 ， 过 就 性 公式 5 Е 
注意 ， 我 全 可 以 登 明 公 式 087 METRES БШ ҮЕ Б ya ЕДИ ДЕ К 
Б, БРАВ ИНТ. БИРМЕ, PRAA o af ARI MEKE Т 


ЛУМ, 


> 


b Е h 
Гас оа А | fGyaz t B | ара. 


T3 
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其 中 4 E <+Ca+0) 的 任何 一 何 固定 的 数 ， 而 В>УФ-0. 

Ж 在 [147] 中 我 们 看 到 ， 在 某 些 条件 下 ， 当 пое Вр, аСт) МЕН ЕВА ВСН 
Fo Сх) 满足 狄 闵 款 利 休 件 ， 则 可 以 亚 明 一 个 更 准确 的 辕 果 ， 也 就 是 : {їл Ж Kub 
an Ж bn 是 无 链 小 ， 而 且 它 们 的 级 不 低 蕉 -0 REI REMA FERRA 


С.М | 
| Gn | S Р x b, | š =: ` 
4 й 


y 


其 中 MEERES. wE WEC- +=) 可 以 分 名 有 限 个 部 分 区间 使 笠 在 每 一 
ВЕН fz) RANER. (а, 4) RRRS E КЕК G. 就 是 下 面 形状 的 
ЖИЛЕ; ЖП: 


б 
9 ла) соз 220.5, 
с 


НЕЕ, A AnA 08: 


£ 8 
Г cas жал + Е 8-0) [| соз m. zr 
Р š 


ё 


8 
Lf f(x) cos neda =: 1 Ка-+0) 


$ 


/Се+ О) Сію n — sin па) -- (В —0\ Csin 28 — sin ns) 


—- TR 


ШК, SHEER an 中 各 别 的 项 我 们 得 到 形状 如 SRH Жн M= -2 |Ка+0)+ 


2. 168—001 BER, AERA MANERE MER а, 具有 
泛 楼 的 估计 信 。 对 於 бп 可 以 用 类 似 的 时 识 。 

BRORS OD ESAO ШИМ, НИИ, АВНАА 
微分 法 作 积分 ， 关 根据 所 一 = > 一 人 = НЫНЕ, AEE: 


+ л - т 
п. F š | 
л = a Кез; nr dx= -- а Ке d cos rT 
2 ` A 
— "t Е" в 
+ 


sA j (©) соз их с. 
т 


”= 


495 д жш в g B 


ЖЗ ВОЕН РЕВВА 7 Сс) НН Щ, РДУ ЕЕ BJ t P+ 
”和 值 ， 於 是 在 所 作 的 假定 下 ， 对 扒 Dn 我 们 得 到 估计 值 : 


— 


bnl < —— 
HR Ga 可 以 得 到 类 似 的 估计 值 。 НАРА f z) ПРЕД СРЕ ШЕЛГЕ PT 
值 ， RUBER. 
159. 狄 闵 丈 利 积 分 ”由 公式 (3) 看 出 、 福 里 变 级 数 的 收 旬 天 是 ， 也 就 是 和 S.C / ЭШЕ 


RATER BRES FAT RRD R aia: 


SITI 7242 
j p) 一 一 一 dz. 
и Z 


б 


А EERE ПИКЕ: 


(12) 二 I p(z) ыс >. 


ШЕНЕ ОЛ» NRR CRE 下面 一 个 辆 助 定理 : 
ИМ: Нави. H|: DD а=0 0, M 
ета НЕЮ ПА ВХ (12) НОВ 2 yp НОУ 0 а О < 0, ШЕЕ 


ЕВ a, b) 


7-0; ао ШЬ>о, ШЫГ УЙ. Дын ; Фф) Ea MDO гй а в 


LOs МНЕНИЕ, KERR RARIS- MBX AURSEBY E, TURA 
易 的 由 它 得 到 其 从 的 。 例 如 ， 我 们 先 算 作 被 明了 第 一 候 肯 定 而 要 粹 明 肖 定 5 与 4: 


b 
1 | 
j plz) — iza Hr 2) НЫНЕ 510) Дый, =] p(z) та sin тг) 


Ea 8 b>0, EBBELI ХОА АВЕ СНОВ, RERS За 
1928822,8 7 ВЕ, Жа<0[й^>0› ВИЕ НУН С —›Ж {СЕС Е 2, 


ñ т 
і СЕ li тг} stn MZ y, 1 Р sin 742 
ао аа f po ен LP оаа 
i () 


来 六 位 W ВЕ = 499 


人 


58 EL (—a) >0， 旭 对 从 图 侦 毯 分 都 可 以 应 用 上 衣 和 外 1， 於是 得 到 : 
Ë 
1 SIN 77 1 1 — | 
J plz) а p( + 0) 十 о ФС —0) = Фо О) ФС +0), 
0 
BE ЗИРЕ р 肯定 1 › BASE, W b >0 EE, 


b 
(13) (бау Ide 9+0). 
Ü | 
TRER ЖЕ p C> ЖДИ АНЖУ НЕШ C0,2 LE WBS, 
WAS PD КЕМАЛ: 


z sIn T ; 7T 
(14) j nE de= >. 
0 
ERI 
C 
J- А 
L 
Ü 


ЖЕ с НУ ИННА, P c 二 0 RETRE W сео 时 它 趋向 а 由 此 我 们 可 以 


фин: 芭蕉 所 有 的 正 的 c， 所 写 的 称 今 的 考 对 值 保持 小 於 某 一 个 正 数 М. RERI 
RARER ЛОН ДИЛ: 


b 
а) [р 
2 

ИЕ 

b 

| 2а = [mr ра 

х 

RE a 


b ü 
ЕР + | sinx 
8 


|< 4 十 一 2M 


500 в 等 иж X R 


—A mms 


UER. Ж a Pn b ДЇ {ПЕ Р, ЖОЛ (15) ENARRARE ЕЕЕ НОТЕВЕ M. 
ERIH (15) 之 前 ， 先 考虑 一 个 比较 简 志 的 积分 


b 
рая 
к Р а 

0 


ТАВИН :二 mz ЖН (14), 38 n 无 限 增加 时 我们 得 到 : 


ры 


b mb 

| ax =; | _ 上 к _ 1 

п K rT" 
0 0 


b 
L I 
z f НО РЕ У 
ЦН, ЛЕЙН СЗ), ЗИ | 

0 
+ _  Siñ JX 
=. js (х)— e (+ 0)] — dx— 0, 

MER ， 党 "足够 大 时 ， 进 式 子 左 渴 的 坡 对 值 要 小 从 任何 的 正 数 。. EIE СО, 5) SSH; 


19: (0,0784 (0,0), Эз д 是 一 个 小 的 正 数 ， 我 们 以 后 再 固定 它 。 我 全 来 登 明 ， 营 二 足够 
АЯ, РИЧИ 


8 -b 
. Í і 
ав) | Во нок я L Гео а 
0 б 


中 每 一 РНЕ . ВАН р Cz) RAARD, LUR Eh 


РЕБ (O, j) E z (a) ВЕНЫ, AE yroyg a). 注意， 依照 7 С) 285 
ШЕ, ЖНА (16) 95—189, Е: 


š 5 
| | | 
z | eOe aret | Зах 
Ü 
£ 


УЕЙ! 


`~ 


第 信和 м 里 Ж Ж Ж 591 


5 
к | рок] < |0 ro ‚2м, 
ОКНО y (十 0) RER $5 4 一 0 Бу, 2 p С0) —у C+0) 一 0， 蕉 是 我 们 可 以 取得 д 
ARE БЕРИ 1% ЕЗД ЗНО < 一. 道 时 MAEI т, (16) 中 第 一 个 种 分 
Ни <->. MEDERE D, нр UD 中 第 ЗАБЫВ, ЗНА 
if 肪 把 它 写成 下 面 的 形状 : 


сію 


£ b 
ss. A | sin их | а тх 
(17) Д Л) — dr. 


ВОВА РОННИ п 增加 了 时 BRER а, Di 
Ab ГЕ MAD, EPERRA :一 mr 。 我 们 得 到 一 个 积分 


:18》 | "А: dt. 


тў 
党 mn ЖЕЛЕ, БЫШ тд бї ë {шли › PIS 2 ЛЕВОЕ ВАЦ E ZUR д 


ТВЕА 


ар! | 
а 
0 


ЖИНЕЛ» НИКИ C18) НЕЕ ЕН еу ПЕ 8 s. ЗАСТ 
т БГАА а, РЕИНА ~>0 › HER (16) pE ЛЫЙ] 
ж, АЛЫЕ т КЕРЕН НЕ <. 

在 p (z) СЕН ЕАН EF > ЭМЕН У (18)5» НЕ 
师 了 过 个 硝 助 定理 的 所 有 的 背 定 с ЖЇК РЕНИ y (z) АЕ ЖЕНИ (15) n 
WREE. RIRKA MEK СО, D НА] ， 使 得 p Са) 在 每 一 
个 部 分 区 财 上 都 是 曲 泣 的 。 误 (0， Р) 可 以 分 篇 НИНЕ СО, bids Chi bads (hs, 5); 
EREMIE yp (s) PEAN. WET (15) 分 需 三 个 : 


ҮР. ТЕ; mi, и © £ $F 


(19) frotaj ç (2) T е {зе Чат gs + 
ГЕР 
bs 


HAERE со, 29 (b) ) ba)» Cha 3 b) ЕВА g' (s) ЖЛЕ КЕЛЫН), АЗИЗ 
НЗ ре 以 ЙЛ 
(19) 趋向 7+0), АВЕ. 

EE ТЕНИ OD 中 ， из УСН а, KRAANE 
Bii РБ АННИ ра: 6 он И ЕАР, mp 5 Й K 


ЯАВ; ЖЕН z 取 很 大 的 值 时 ， АРОНА БЕ 
С ”155,. 狄 痢 床 利 定 缆 ”利用 前 一 玛 中 的 连 助 定理 ， 不 雁 以 明 狄 闵 赫 利 定 理 [145]. 88 
3o’ 我 个 需要 登 明 ， 和 党 п БИДЕ, KIEN 


и 

х + 

(20) lf pee- pay EEE gat À S f (а 2 134; 
0 0 


‚ {© (302), аа 


T T 
— —- - 


5 Э 
ы? | | 
(21) Lj f (x Ja a + De F т f (x+ Sa 02 +1920, 
л z | Л 2 
0 $ 
з КАП ИЛНЕ ЕЛЕЙ › MAERU RE ERR Cro) f (z+ 32 ҖЫ E PK 25 hh 
FRE, ШУ, m=3nt ien, УЕ Е Ве RRE 理 ， 表 A CGO {ш 


p ОАО ATE RRRS OOR (912 2288109, Bo REB 


朋 积 分 
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1 f (z—2z) ( 1 -一 ) sin (Qn+ 1) z dz 


3 
1f faro (1. —-1-)яьдя+угае 


(22) (у (—2)(- s 1) sin (2n + 1) z d> = 
Ü 


— w 


K| y (z) яп (22 + 1) z dz, 
L 


其 中 
A Ее sin 之 - 1). 
在 积分 区 加 上 ， 第 一 个 因子 f Ca 22 ) 有 有 限 个 第 一 — ный СЕНЯ. 第 一 个 因子 
| 
人 
sinz z 2511 2 (A EST, р ) 


#220, ЕН, Ш НЕШ СО, > БЕНИН o ВЕНА ЕВ С160 中 


RECARE Саз), АЛБЕНА So ПИОНЕР РЕТГЕ 

HAORA ERRAR А › РАЗУ РЖ У 。 我 们 
PW 4300 АДЕ, AEBREN z, BERRA $] KREMS Ge RA 
НЯНИ] C т, +s) БАЯН, ЖИП {ЕЖЕ ОЛИ, Д, 
а 


nid 高 С EE хх H 
ДЕН Е › ШЕЙ /Ca) fE РЕЖ Am НЕЙ , W EMH 
УЗИ) Ca, +=) А, НИМ 5 УСЫ E-— ОВО о 
ЕЖЕ] С z, +=) Е f Ca) ВЕНЕТО ВЗА, tertii Н. 
/( етте =() 

КАНЕ НИ ЕВЕ BRRR / Са) ТОНКИЕ ЕАН PBU, ЗВ» ETE HAH: 
WEAN ， 展 虐 需 福 里 式 航 数 的 定理 秋 成 评 ， 走 从 他 在 有 ABEUSBB а 
数 。 

ERMEE СО, п) 上 的 情形 , МЕНА ЖЕКЕ БЕТИ РА К ПЕП ИНИ, 
PRS IPA EA EHEIM EFAJ PRJ EBK: 

TERARI СО, ж) ERRESIRE Ж 


23) ие Уа, сок и [окна 


R =1 


HAL м 0<=«л Wy, ЗЕ 


(24) х 4-0) + /(x—0 
2 


ВЦ, #4 0 hp, CFR, гп, ЕК /Ст-0); Ж 


k= 1 


(25) У бе Sin АХ; би = = [ло sin kt dt 


ВП, 29 O<. л ЕЁ» "ВХ (24), 3 z=0 或 хл Шу, Ао 

URAS ЛЕК, АИВ РЕЦ RARR / Ох) WAR С—т,0), ТЕ 
Со) Н, ЖЕЖНДЕ ИИ; ТЕЗДЕ (25) НУ, RURAR КЗ 
{Е [145] 中 所 作 的 一 样 。 

”154 .用 多 项 式 作 过 续 函数 的 近似 式 ”我 们 的 下 一 个 问题 是 页 误 明 
[147] 中 的 封 于 性 公式 040)。 过 个 证 明 要 以 用 多 项 式 作 画 数 的 近似 式 
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的 理论 中 的 某 些 结果 需 基 础 。 我 位 现 在 来 计 过 些 桔 果 ， 它 们 本 身 喜 是 
很 重要 的 。 以 下 面 过 个 定理 入 一 切 的 基础 。 

定理 1 ( 杀人 鲜 斯 符 拉 斯 定理 ) Ж Л(х) 是 在 有 限 昼 区间 асас 
上 的 任何 一 个 В, Ej 可 以 作出 一 个 多 项 式 的 序列 Р, (z), 
P,(z), +... ТЕЗЕ АРЕ Г (a.5) Е, "ЕВ 六 Xx)[I , 144]. 


首先 我 们 注意 ， 利 用 多 换 x' 一 -一 ， 可 以 把 区 疝 《a，5) RRE 


№ (0,1), E = 的 多 项 式 换 成 T 的 和 多项式， 得 旦 是 可 得 的 。 所 以 可 
АРЕН] (а,6) 是 40,1)。 我 们 先 十 明 两 个 初等 代数 中 的 恒等式 。 
先 写 出 牛顿 二 项 式 公 式 


(26) > Sa 222 (u -- v)” 
т ——{) 
由 过 恒等式 u 求 微 商 再 弱 以 “， 尘 所 得 到 的 恒等式 再 过 样 作 一 
让， 就 得 到 两 个 新 的 恒等式 : 


я 
> тС "uum = nu (u + тү?” 
m == (у 


(27) 


п 


У тС Р" = тщ (пи + v) (и 4-0)". 


т = Ü 


ДЕ (26) 中 误 w 一 T+，9 一 1 一 zx, МВ: 


(28) = У Сл" ху", 

т-—.0 
(26) EH w, (27) 5—98 ( — 2а), (27) 中 第 二 式 乘 以 1， 
АН, HA u=x, v=} — х, ЯН]: 


—— y 


> G nO Z Ao =пх(-х), 

и==\) 
ЗЕНА НЯ 21,601. 50: Е Е А) (0,1) КАЛЕВ, É r= fF № 
САИ, НЕМ: 


(29) 2 (m — пх) С." (1 — ху" =< ти. 
т == Q 
现在 证 明 ， 在 了 区间 《0,1) E SHA 
(30) Pala) m Са a 


mi == 
З АЈ 7 Са). (28) ЧЕН. 7 Сас), 再 由 所 得 到 的 等 式 MEYA 
(30), 可 以 写成 : 


п 


Лод — Р.) = У |00003) | С„”х” a — у=. 


т =Ü 


АР ВН, ЖЕМИН ДЕНЕ e ЛЕВ ДАЛИ bt z 的 
№, Efa 


党 n> Bb. | y e — (т) | Cr" а к)" <, 
m == Ü 
НКЕ OSIKSI 时 ， 乘积 C, "(1X)” 之 0， 所 以 


[之 le, = 9] С." (1 — хут 


< 站 一 /他 
т <= Ü i 


СААИ а з. 
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eE НН РЕБЕ 850. 
К: У, / (х) —/ (z) [са хе" 
ПТ = Ü 

EER (0,1) Е Лх) — ВО [1,35], ЖЕ, ЛЕН 
6 ， 使 得 当 | zi 一 zs | «оњ | Ха) Ка | <>. 设 r 是 区 FU 
(0.1) АЕ ВИЕ, EA (31) ВТ S, 与 S*。 在 第 一 个 部 
分 和 中 我 们 取 m 满足 条件 2-2 | а 的 项 。 根 据 3 RRE, 
АРА ЕЈ АУА Аяп, УА ЕА: 


5, < 2 y Comxm (1 — ху, 


ЖЕРДЕШ (Т) 指 ЗЕ 个 和 中 所 取 的 项 是 m 满足 不 等 式 Е е3 


<ó Ву. ЖРО 0 #j > АРТЕК m, MARTA Dm. Ж 
JERE 


$, < + Cp xài — хут = ус. кт (1 — xy, 


根据 (28) WIA, ЖУМЫ п, S,<— - 再 看 第 二 个 部 分 和 


s= Bet) 
ЯВ НОНО hm ЖЕЙК а | >k | nz —m 1 


>n 的 项 ， 我 们 来 估计 过 ФН, АВ Ух) ВЕНЕ ЛЕНЕ (0,1) 
LER, Хатан] ЕЕ МНЕ РАЕН ASE: | ZG) | <M, 


п x” (1 sess ШШ 


508 и 等 инән B 


其 中 м ERREEN [0,35]， 从 而 Л) 0) |< а 


+|/( m) <2М. H S: RR Бый. REN 


AFADI 1. 2M 与 一 3535 一 ERRERA m Ну, CEPEK, W 
得 到 : 


2 
S, < у > (т — пх) C. mmn (1 — ху". 


所 有 的 项 都 是 正 的 , 若 我 们 取 由 0 到 的 所 有 的 值 作 普 求 和 ， 则 和 的 


<. 


m = 一 心 


M @ Ó ЖИШШ ЕМЕ, ДЖ S, WERE 5, > 只 须 取 


М 2 _ М ы 2 Ç | =ë M 
"Энде Су, 也 就 是 2 二 一 部 -於是 我 们 得 到 所 要 求 的 数 N= + 


实际 上 ， 当 ?> 时 ， 两 个 和 S № 5:6 <, КРИК (31) 成 
立 ; 到 就 侠 明 了 锥 尔 斯 特 拉 斯 定理 。 不 元 看 出 ， 所 葵 明 的 定理 可 以 令 
Жат: 车 f(x) 是 在 于 区 间 (а,Ь) ЕЖЕ, 而 是 任何 的 答 定 
的 正 数 , 则 存在 有 с 的 通 样 的 多 项 式 P(x) ERESMA, Е, 
ЕЖА ЛГ: 

(32) . lf) —- P(z) | <e 
РЕНО, SSS E RRA НВ — ШЖ ШИЕ 
理 。 
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EEL Eo 是 以 27 РН НОВИНКА АЗ, Пр e 是 任何 
一 个 洽 定 的 正 数 ， 划 可 以 求 得 一 个 到 柑 的 三 角 多 顷 式 


(33) T'(X)= Co У Ссксозда+ (шк), s 
k=1 

IEFTINE TK ©: 

(34) О | <, 


首先 我 们 提出 ， 根 据 过 期 性 ЗВЕНЕ (т, +=) 
上 不 等 式 (34) 成 立 . HRSA) MRAN. ЗЕЛА Д t= сона, 
ma 就 是 设 X=arc созі, 5 BES MEB P Eda. ЛЕА, 
ВЕН 1 3938] (—1) В, И z==arc cost H О ТЕЙДЕ]. ВЛ) 
一 f(arc cost) 就 是 上 ПЕН CLL, +1) EHR НЕВЕ 
拉 斯 定理 ， 存 在 有 这 样 的 多 项 式 ， 使 得 
| Farc соч) PE) | <: (~1<t<+1), 
回 到 原 求 的 多 量 ， 就 得 到 : 
| f(z) — (сом) | <e (0<г<т). 

党 用 (一 x) ЖК z Fp, H d 大 xz) 是 侦 图 数 ， 所 以 它 的 值 不 改 
№, ЕН сос ДЫҢ К, Poos) НИД О, RER, Ж 
лов 上 时， 上面 关 不 等 式 正 雁 ， 也 就 是 说 ， 在 整个 基本 区 间 上 ， 
EPERE, KE RAR [1,176], sme 与 cosz HERRA 
н] D36388 48 TEE RERE ARRE, ЈА соза 的 多 项 式 ， 
也 就 是 P(cosz) 可 以 表示 成 (33) HER. MERES) 是 偶 画 数 
的 情形 ， 我 们 证 明了 过 个 定理 。 

SERPA EE EREN Са) PRIR: 
(Б) çG HOA) фа) ARa), 


510 Г че Ж B 20 程 


BJ Z(z) 是 z(a) а (л) УП, ЗЕ р(х) АВЕ, Сас) ЕЗЕН 
00, НМЗ, ЖЕ C RE, КВЛ ЕЮ, WEN 
这样 的 多 项 式 РОУ, 使 得 | у(х)у— PCcosz) | 若是 我 们 可 以 悚 


明 ， 存 在 有 过 样 的 多 项 式 8(t)， 使 得 
(36) | W= sinse (сот) | <-> Са +в), 


则 三 角 多 项 式 
T(x) = Р(соз 2) + sin z Q (cos z) 
就 满足 条件 (34) 。 像 上 面 是 的 ， 引用 新 多 量 tmc, WHEE W 
—1<t<-r-1 ЕЖУ (2) = (азс cost), ИУ 多 是 连续 的 
肖 期 的 奇 画 数 ， 当 zx=0 以 及 zx=x ВЕ, 於是 推 知 在 区 间 的 
НЫ, ЖЛЕ t= +1 Bb Сагс cot) ИЯ, BAR (30) Ж, Ж 
Ka ERR (0, 1) Нее, Е ЛОО) =f(1) =0 ， 划 多 项 式 
P) АПШ ПРЕ ЖД i= 2z—1, YMER (0,1) BE 
间 〈--1， 二 1)， 於 是 肯定 了 可 以 求 得 这 样 一 个 画 数 в), 党 上 = +1 
RESE, ЕН 
Ж —1<t<+1 B, |V (arc cos -В( |< —. 


演 时 我 们 可 以 写成 Е@Ф) = (1—0) 00), р 0,00) 也 是 一 个 多 项 
式 ， 蕉 是 上 面 过 不 等 式 可 以 写成 下 面 的 形状 : 
(37) Ж OKEANE, | YCE) 一 sin? zR (cos z) | <—. 
РАЕН (—1, +10) ҺЕ зш z А (сох) =/ 1—% R(t), 
可 以 作 这 样 一 个 多 项 式 QG), ва 

Жо—1<4< +1, [VTE RG- ФО) (<, 


第 六 全 m E E яй Щй BIL 


不 是 

当 0<<z<z R, |si x Ri(cos z) — Q(cos z) | <È, 
А 
(371) [| sin? ж R,(cos 2) —sin z Q(cos z)! <T 


因 篇 |sinz| <1, № (37) 与 37) ЕЯ: 
[4(х) —яп z © (со; z) | < | (z) —si?2 z R (cos z) | + 


E а 
т 97 


+ |sin? z Я, (соз 2) — sin ж Ф (соз z) | < + 
ЕВЕ (0, п) ЕВЕ НАТ ЗА (36). KARA (2) ЖЩ 
"in z О (со z) ESAR ЛЕНЕ С, +z) 上 过 个 水 等 式 
是 正确 的 。 

РЕЗ ЕН R ау C. H. МН 
的 。 

155. 封 于 性 公式 ”只 由 我 们 已 经 种 明 过 的 定理 ， 可 以 很 简单 的 推 
H [147] 中 对 从 三 角 画 数组 的 封 有 性 公式 的 正确 性 。 先 襄 答 定 的 画 数 
KO EECa, +z) Е, ШН Ал) = (л), 

НЕЕ РЕНО Ca) 延 炉 到 过 个 区 间 之 外 ， 就 得 到 一 个 连 炉 的 ЭЙ 
期 函数 , 当 答 定 : 时 ,就 存在 一 个 满足 不 等 式 (34) 的 三 角 多 项 式 702), 

由 这 不 等 式 推出 : 

+“ 

(38) | 


或 克 是 过 三 角 多 项 式 的 和 极 ， 下 是 公式 《4337 P m HE, В, В 
任何 的 租 数 不 超过 л 的 三 角 多 项 式 上 时， 积分 (38) 的 大 小 有 个 最 ЛУ {Йй 
sn ， 隋 是 稼 取 西数 所 2) 的 宜 里 嘉和 级 数 的 前 (422 十 已 项 之 和 作 三 角 多 项 
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式 时 过 个 种 分 的 值 。 由 此 推出 гасе, НЕ е ВНЕ МАИ] 


PL, MEW n ЯК ел ЖИК, ШЕ ЕШ. Ни №, “n HË 
не, h [147] АЗИ, ЗАМЯ 7а) 的 封 阴 性 公式 ， 
HERMA ИУ, ле УСТ) ЖЕН] СЫ, He) 
КЕЙ, ПЕНИЕ С) 88 Ст) 不 相 同时 ， 像 以 前 一 样 ， 存 在 有 
BENER M ， 使 得 当 -лсасл р Ка) «М. тет 
EHAE, Far? EMER, CWE TIRA 


| aN | 
(39) б< БИЗ д< лт, 


倒 照 下 述 法 则 作 一 个 新 的 画 数 户 (z) 。 ЖЕ См, w8) 上 Лб) 
Aa) 4 [0], ЕН (тд, ж) Ел) ИЖЕ, ЖЮ} 
д=л—0, у=/(л—9) 与 点 X= y=f(— a) (E 126), В Лс) 
ЕН] CCO, +z) ЕЕ, ШН c= tr 时 它 有 相同 的 信 
17), КЕННИ SC) —, ЖЕН лба) «М. 
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根据 以 上 所 改 ， 对 其 任何 的 葵 定 的 正 数 1 ， 可 以 求 得 这 榜 一 个 三 
角 多 项 式 ， 使 得 
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+ 
(40) Сла) ту а L, 
r" 


2 a 4 
ША, ЛЕЕ А] Car, m) EAs), ЙОН: 
т 


Сау а P da= [Сау f,Gy3 а. 


27 y 


ТЕ т-д 


十 元 А 
x J VAa pae TE f aÍ = HE, 
A J 


+ 
(41) әу | Yayaqa 
-7 


ЕАУ: 


+ 
> JE- Тураш 


+ л 
=— (Уа) Саур СЛС) Тува. 


ЕЖА ЖА (a+ 0) 2)а? 0°), ИИ: 


1 -E i -Ltg 
> [Ио томах | ол de 


+*x 
++ (0 Tw] dx, 
祖 据 (40) 与 (41) ， 由 此 推 知 : 


+m 
f 0х) -P (хур ат. 


T 
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用 如 三 角 多 项 式 Т (2) 的 级 数 ， 像 以 上 一 样 考 虞 ， 就 得 到 <, 
НА т 的 任意 小 性 ， 就 有 党 x 一 >% 时 aa—0 , ЖЕЙ, ЗНА 
上 述 性 质 的 闷 z)， 封 阴性 公式 成 立 。 同 样 也 可 以 征明 ， 党 УС) 在 区 
Ë Ca, +z) 上 有 办 而 有 有 限 多 个 间 医 点 时 ， 封 阴性 公式 成 立 。 若 
WEBERI А5 — SH уц, ААН ЕВН Ле AEE 
苯 明 ， 只 须 在 各 个 间断 骂 附 近 渤 择 一 个 足够 窄 的 便 问 ， 在 区 问 (一 zt 

+z) 上 作 一 个 新 的 迷 炽 画 数 (zx) ， 在 所 兆 出 的 区 问 之 外 它 与 f(z 
А48], MEESE CHEREE, HA) 可 以 依照 以 上 所 这 
作出 一 个 满足 不 等 式 (40) ЕЛЬ Ta), ПЕНИЕ 间 可 
以 作 的 足够 奉 以 使 得 满足 不 等 式 (41) 。 KAWAD 可 以 像 以 上 一 樟 
作 。 蕉 是 ， 园 蕉 具有 有 限 多 个 第 一 征 关 斯 点 的 所 有 的 画 数 ， 我 们 征明 
了 封 于 性 公式 。 我 们 提出 ， 对 认 非 常 广泛 的 画 数 类 过 个 公式 是 成 立 


的 。 

156. 图 数组 的 封 阴性 贤 ”现在 我 们 强 肖 个 封 亲 性 公式 的 推理 ， 送 误 我 们 所 作 的 对 论 不 
公 是 对 从 三 鱼 琐 数 粗 区 的 ， 而 是 对 从 任何 的 在 区 间 Са, b) LERT НЕЕ ИНИ ШЕ 
(42) Wile), 0.60), Wa Ушбу,» 

ЗЕРНО, БЕНИН, 对 共 任 何 的 具有 有 限 多 个 第 一 类 间断 点 的 殉 数 ， 封 陋 性 公 
RRE., РЕВВА, HERSO HRABRA: 


„= Гено 


РЕА ЕНУШ: 


(43) fen dx = y А 


È= 
PERME S MBARA AERE 


LESO RP 2) ESRAR, 10 C4 R a: в ЕТ 


R 
= 


очи а PE BMH 515 


b Ü 
(44) a= | /0 ax k= | оф dx, 
a Е 
HH . 
b ©» 
(45) | 70909 = Y aa, 
g k—i 


W: H EWERPEEKSK 
WREE EEA (43) PRASAD RRES), НЕ ЕЕ, A 
MaA: 


со b 
[ve + өй de= У | [un + Col] Со ах], 
a Е=1 G 


Ek» НС: 


b b b 
f vo dx - 25 | лое бахе [во dx = 


со е» < 


ШЖ ЕН ХЕ КИЕ, BUE 045)。 
FRAR (45) АНЕ ШИНЕ, АШ 


1 
[ках | < 3 Cth), 


而 我 们 知道 级 数 >` (ck + ах) види, 


К] 


一 ыы 


b 
J UG, 


Зе НЕ мк RINER, SRRZ Mk, БОМ 
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(46) > Ck d 
k=l 

— WOX 

侣 明 的 基础 在 从 一个 简单 而 是 很 重要 的 不 等 式 : АЕ 

Oy, Le Ст; fi» В, ~", Вт 
ДЕВОН ВИН I 
(47) (У «< У: az o ув, 
k=1 kej k==1 


Жил G, B; 的 天 小 互相 成 比例 
Bı Ё... Вт 
(ty 


— = 


Cig «т 
及 ， 等 号 成 了 了 。 
HE |, R EENG — MEM, FEF 
(48) Sm= 2 (ак В), 
К==1 


它 显然 >0„ ESH 


бак — Вк=0 (А =1,2, *** тр) 
就 是 


ВРО, ЖАЯА, ТЫВ Р, НРА: 


(Уајт У 4 ў &. 


k=1 k=] 
-A RRR Саз) hE RREZEN 


其 中 
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-rr iore — Ра 


гри e н . l... шс L... Tr ...Ü.Q. . ЧЫН ik 11 жыл чш. — 


д ж Уча с. уя, 


r=] 
A 0 AARRE E о у, УЗ A НЕ B- AC<0, SDK BIAC, 
ЙӨК ER G7 ) o 
回 到 我 们 的 肯定 2。 作 和 


另 一 方面 ， 若 在 (43) 中 用 pez) 来 替代 fz) › WR ax ЖЕ Ck ， 显 然 得 到 下 面 的 
推理 : 


[ç (x) ах < М. 


ги 
7 
{\ 
外 ws 
` 
SC 


внш» AM 2 су иясе ав, ДЕНЕВ Е е, э 


K | 

Е E ГАЕМ № › ИЕН n> М AREH p> КД Л 5 
KA- 

КЕЧ: 

25° 

0 г < 47. 

BEL GE 
п р 
ком | У ¿4 |< 
kË == 07. у 


从 而 推出 负数 (46) 的 一 ВОВСЕ, 


518 к 等 Ш а хх B 


ань А 


5.94 z L хо 是 在 属 问 Са, Р) 上 的 随意 两 侦 值 ， 则 


(49) | /0 axe Ta fa (фах, 
Е k =] 


+ 
A Н.Е Са, b) 上 的 所 有 的 值 = ЭН т, ， НИЕ ВО. 
ARNAS ТЩ Ух) [ЕДЕ ЕН) К H ЕШ 


(50) Жа) ) оа) 


ВЕ] 
Е ВВС ОЯ, HAR (49) ЭНА ГІ,1461, 
ABERE ИУ Et, А (50) TEA за MARMER РЯ, ЕН 
ИЛИК, MRE ЯКТО Са) 但 的 。 
ВЗЕН АА, (49) ， 在 公式 (45) pi 
* z< r<, 
plr) = 
0 # a< < ду ай < z<b. 
aa т ВА ro ЖЕНИ p) MREZE., E2 中 所 壕 的 数 M ЧЕ, BES 


f Lolz) рах < f dr=b—a. 


є 


Ва, НИЖЕ Сх, 12) 之 外 у(х) ЕО, МА 


b x 
d, = | p (х) Ф, (x) dx = fa 1х 
а х: 
根据 (45) PPE: 
b Хе со со Хз 
| оде) de = [лоза У а= У 2 [+ (х) 4х, 
2 | | В = { k <= 1 | 
Ел 


HREL (Е, ЗОВИ СИЕ, Аран Чаран, БЕЙТ 


— x m т 
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"еде 


E BURAT ERRERA Рао 但 的 ， НЯНИ Cm п) 内 是 如 此 ， 
ЭБЕ Е АЕА АНИ АК, RRE [145] 中 所 作 浊 的 一 样 ， РАВ 
ТЕЛЕДЕН] C n HT) 之 外 。 

ИЙЕ. 我 们 提出 ， 不 等 式 (47) ЕЕ НИНГ, ЧЧЫ a PIB › ЗЕРЕН 
下 面 的 形 汰 ( 布 尼 焉 桐 夫 斯 基 不 等 式 ): 


b b b 
(51) [f A) лера | < | Apre f apar. 


PAE, ИА: 


b h b 
S ADEO da= f їЛ(шууал+2: f Aada 
b 
十 5 [ [| fo XT) dx. 


其 中 是 任何 一 侦 实数 。 由 左 浊 的 形状 推 知 , SAER Eo BARRARA ERI 
Ай =, 4 十 2B5 Cs? ЗУМА АИ, Д ВЗ AC<0, Ва B <4. 
历 用 页 上 面 右 亡 久 三 项 式 就 得 到 不 等 式 (51)。 

157. a H СЕЗ ШИИБ ЛЕК И ЧҮ [144] 中 得 到 的 级 数 有 些 缺 点 , 就 是 它 畦 收敛 的 


ДОКИ BEER RESANS E BURAS, 例如 [1441 ri hit CGO 8 == 9. КИК 


I 1 1 
ЕЕ) 


ЕЖЕ ИКАН» kak, RE (10) 也 不 可 能 是 一 致 收 伍 的 ， ЕКА 
[1,146] 。 表 示 值 篇 ст 94 cs НУЖЕН Е, ВЕНА НИНЕ 
SUERTES MEO БЕЛИН ИЛЬЯ ИЕН RRETA amal EJ 
$» РЕЗКА Л 让 己 以 及 我 站 所 襄 到 的 它 的 相 舟 的 各 级 得 商都 是 请 足 狄 义 赫 利 休 
[ТИДИ ВЕНА C- ль m ЕЕЕ, H 


50, дю, а. 
办 


520 и 等 а ж Е 
ВОРА ет) ТЕ Сл, л) АННЕ, 用 


, d d 
о 7 тв 


1-1 
ВЕНЕ CO m) НН, НЯ] 
(К) G ... С 
Ti 4 20 ў ; Е 


ВИН ГАС) ЕА НИ Н РЕА 
F Fæ, ЛСл+0),.-., ЖЕ( +т+0) 
之 由 有 不 相同 的 ， 那 未 区 闻 С с, т) ОЖ ИШДЕН ТД 
RARER, RF 0 二 一 x， док, МИДИ 已 法 。 由 以 上 中 从 微 商 


的 条件 ， 知 道 在 任何 区 间 (д, ху рур анин OC ERA 
BAIR P ЗНА ЕЕ ВУИ о 
ЗЕРО АН УС ВОВА НЕ» AARE: 
+r 
ün = 3) {Қ х) cos пх ах, 


Ls 


БОТ Сл, т) ЕРИК, 
(x, 2002), (a, zj) TY, 
ЖАФЕР), ERD ЖЁН: 
| Z(zycos nz ах = B ПЕ Их) 一 > f (т) sin nz da, 


55—77 19]; ВЧ 
x0 (0). „ 
f J (x) cos nx ах z ш А | f (x) cos nx dx = 
42 1 | * 


„© 


{ 
1 : 
= j Е (x) sin nx dx, 
(0) 
3: 14 


Оу,” 
"=; - 6 
= lm SEA Fa 

бей N (0) 
t=; rr. 


д в 里 оо Ж Ж 501 
ке __— 


Е ЕЕ —ss w.— EL We —— т жі 


И. а sin nz АРНЕ, REEE.: 


(0) 
у | й 
: sin пх {9 тих, о Е 
f (x) cos пх de= 00) — e 
0 
$ 
‚© 
-4f Р(х) sin nx dx. 
xO 


依照 由 1 到 zo RAD RAA: 
ваз == Za (sin nO у (х9 L 0) — у(х —0)] +... sin nx [/(х@9+0)— 


+ т 
O omal TE 
— f (xu — 0) ы | /' (x) sin nx dz, 


_ = 8 


其 中 д = —т, д0? =л ШЕ Се) НЕ, УСО о) = (200240), 
КЕРМЕН Е sin nt O 一 0， ЯЗВУ ЕАО, 我 们 保留 对 应 的 项 。 
ДНЯ, WER f(z) 在 各 间断 点 200, 260),..., SO 的 小 度 分 别 记 作 : 


O= / (9 0) 70600-0); ..... 60 = (с) 0) 7 (0) o), 


ЕБЕ эа Ж РЫЛА 


to 
— _ 1 b 
(52) a= — У 0 ало > 
& = 1 


我 们 用 аһ R bn RRA fr Ca) ЛАШ ЕШ. НЫ НА 
IS sin 220012 = — к. Кх) + | Л) cos 2202, 


求 得 


to or 
(53) = У 8 сол) Z. 


i=1 


ней 
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公式 (58) R (55) ERER, HACR: 若 调 期 函数 大 xz) HARRE, НГЕН 

ШЕВ, поо Вр, ДЕШ =. ИЈАН o ЕН an S bn 的 主要 部 分 就 分 并 等 
д 


1 < Ї е 
{= 1 і ==} 


ERDER БРЕЈ, 
事实 上 ， 其 从 部 分 具有 下 面 的 形状 


Там, ВМ ЛС МАНЕ, № про ВЕ, CIENS HES поо 
时 它们 是 无 第 小 。 公 式 (52) В (55) 军 要 的 另 一 个 原因 是 ,利用 它们 我 们 可 以 把 党 n> 时 


ЗЕ БИЛӘ ИКИ SL ОН, УЖЕ. 
需 了 过 个 目的 ， 一 E, Жаб, КО вании y С ЖЕНШ ЕВ, W 
用 200, +=, ӘС цит SA, ху, чи, жу ет 的 路 度 : 
000 = Pa о) PO <, óG = Ct0) Г ж0. 
НОВ АЭК (522 与 (555 ЖИ ап’, bm/ ， 通 时 只 是 要 用 УСО о, 5212 в 0) 
2012 i% zt0.， т тоз ДЛЕ: 
та | а 
о 1 
a =—— 2 S) sin их =, 


б =i 


(55) | | 
bn =- 2 8(1) соз п!) a 
š =a l 


其 中 al b” Ef СИВИ. 


第 六 章 Ежи 


> 
< 


КБЕ, АИ 


l ç А 
Т жайык (D зи зу т 
а= —— У а алх 一 一 
{ =] 
(56) К. | 
а (2) (2) 1 уп 
b, = — > 0:4 Cos nxte? 十 
] аза 1 
Бн, дї 


Th Ti 
| 1 
А, = 》 508) sin mx。 Вр = 一 ) 00%) сози) (р 0, 1, 2,...ь 


= | ij 
HJ LIZARRA: 
РЕА А, В; 4 B, Pk 
(57) Р р 
_ Во 1 В, 8 р pk 
т, 


Җиз В ОКНО S о 与 р, ARADR, BERERE FE: 


k | åm | 4п --1 4т-8 | 4п-| 5 
рю | рю CK) Ch) 
` n n 

Д буу о | © | дю 
"R | рн | ап | = а 


а аА дану“ BLARK 

由 Ал № Bi ЖДИ, ПТН п, +E п AETA 
下 ， 所 以 党 n 382, ЖЕБЕЙ, 4 Ба В, 保持 是 有 界 的 。 在 А. м В, руз 
中 三 角 酌 数 的 休 数 是 微 商 SORE ЕЕЕ, ДА, = B ,= 0。 另 一 方 
Ш» РИ ХО ОНЕРИ, ДИАС о, Жї о, АЛЫЙ 


Г Тл, Ау 3 ЖЫ. И =. 
524 Шо 等 и я g g 


ГЕИ en Ж КЫКЕ ПЕК L 的 级 ， 因 需 在 [151] ‚БТ 


Bo HEARE FORRA ARRETE- 的 级 。 如 此 我 站 得 到 下 ШШЕ 
理 : 

ЖИВИ УС 的 直到 СВ — 15 级 徽 贾 存在 而 及 圳 德 ， 而 且 上 级 微 南 是 薄 足 狄 毛 
БЕРШЕН, MAR SCO О ОНЕ in. ba RAIES т В, Ш 


w eeik hi: 


M | М 
|an] < УГ; |b, | < күэ 


其 中 MEEME, 
我 们 提出 ， 当 4 宇 1 上 时， 图 数 fCz) ВЕНЕ ЯКО ШЇ, Fi РЕНИ 
ЗЕЯ» ВЕНИ РОИ an Ж Dy, ЕЖА; 


la, | < T [с ы, 
7% Tt 


BARH RAMA haa: 
| an Cos nz: + bp sin ях | < 22. 


1 
аеннан азнакі аавв» асве 2 л. BHARR [T, 1221。 
п 


ЗПАЛЕВЫ —!, D ВИА РАФ РОВ, BAGO RRAN АЛШЫ: 


* i 
f= k= А А етет 
(58) | U 1 (к= 0,1,2 ) 
А 
ИЕ Ch) ~ пи 
в) У ё 
¿= 4 


ШЙЕҖ РАЯ pp ©, Вод (Z) ана 


(59) ОСА) = 182 +O) — f k 1—0) 
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= РӘС —1+0- 7090—10), 
158. РОВНОЕ НР ЕВА, ТЕШЕ 大 z) ЁШ ân SOn 


HASERAN 一 ИЖ, ЕЕ НОНО OH OFE, MAENE fC) 
ARRE Ж ЛЕШ ЯД ЕРЕ С т, х) ABEREA › ПОРЕВО 
АЕ, ВНАУ НЕНА SC x+ 0 ) 不 相同 ， ЕН 
а арЫ КАЗЫШ). НР, ER НЕШЕ ОНР ТЕРЕНС И 9 8 
УК»), ИЕМЕ, САВЕЗЕ ОН ER, ЕВА УС) МИН Е СЯ 
Spp Mo РАНИТЬ REER- НИШ, EEA FFAN: 


Г{х)=° -二 У (an 605 nE 4- by sinna), F (m) = У пБ, cos NT-n sin nz), 


в=1 п==1 


пена 
Ў" а) = > ( —а„ cos ях — Б, sin n£), 


ЕН 


Б^» КЛЕР КБЕ, ВЕ, 195 


(Ў (а, Cos nz -+ by, sin пт) cz 一心 十 = COS "та sin zT 


n=:1 Ji ==; 
其 中 C 是 任意 常数 。 

ШЕ, ОРЕ ОРЕ Е НВС ЕВ ИЦ, (п, ЖИН f(z) НЕЕ А Ж 
тык ырл АИО 77 Са PARRE MEZAR ИН 


ЯНАО (= НОНО R ТШШ Р СЕЕ NT, 
ПЕСНИ о METAI ЧЕ MHE ТЕ fx) ERREK 
ЗН ЕБНЫН, НЕЛЕ ЭЛЕН Е РОЖЬ, TERNERA EE 何 
в, LENE 

УВВ НЕ ИК ЕСЕД, ОБСЕ, GTMEE E EEB 
ARER h, DERRER EER ИЕН; Бш, ШЫГ S 
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不 妨 厂 用 逐 项 求 微 商法 计算 直到 三 般 的 微 南 ， 就 要 希望 这 般 数 的 你 数 的 级 不 低 於 十 的 级 ， 


РЕНИ ЕЖА ОНО ВОРА R AMBUR W 
BHARR LTEN. 


ВЕ fCz) PNE ERPE ET PUB FERD BEAR (57) PARS 


ЕН, HEK БИЖ /Cz) ДЕШЕ 20Р. 
ВИРТ LEE — MRR PoC EER /Cz) 具有 相同 的 路 度 。 那 时 ， 差 
Р(х) = (х) ~ фобж) 
EHRE, ИМЕШ Се) КЕЛНА РЕ: 1, НЯ. ВЕНЕВ ЕШР 震 
росс) ERRE, ЗЕНОН, HEFTI OX ШОБЕРЕ» Ж 
Р НОА РАО, TES: 
Ф062) =0, ва Ља) 7С), 
ERAR ИГУАСУ Е no R 
f (z=)—J'(G)= — та, 
АПШЕ, ИВ 7 Са) BL f (=) 有 相同 的 路 度 。 
由 以 上 任何 一 种 方法 确定 了 yoCz>， 就 得 到 : 
Ках) = pa(a) + file), 
其 中 ypoCz) EMERE COREPER JR ВЫ, W fa) 
具有 的 福 里 误 级 数 的 傈 数 的 级 不 低 礁 .5 的 级 。 现 在 我 们 颖 正本 数 S). 我 们 有 : 
PEJSE ACE) + m. 
RELER Са) 所 作 的 一 样 再 对 OO RR RATIER: 
fD =f + mix), 
其 中 z G) 是 一 个 由 下 行 的 直 煞 段 粗 成 的 现 数 ,部 且 fo(z) Жаш ЗЕНА 
И aiM ERRE ERREG HANSO 的 一 个 夫 过 式 ， 它 的 形状 是 一 段 段 的 一 


次 抛物 粮 与 一 个 广 里 雄 极 数 之 科 、 亲 上 且 适 级 数 的 你 数 的 级 不 ERI 的 级 。 如 果 我 们 以 候 再 
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REF G) ДИН Бол) ВОДНА, СВР =K — 
ARREZ D НН А 1 М5 FRIE, 

以 上 所 讲 币 方法 ， 主 要 是 应 用 从 谓 数 是 未 知 的 可 是 知道 它 的 荐 里 或 级 数 ， 冀 旦 站 般 数 
的 傈 数 具 有 (577 НУРЛАН AR h KARRAR ES Ро) НН, E 以 
及 它 的 徽 商 ， 以 和 后 再 应 用 上 违 改 善 收 租 性 的 方法 。 

可 以 换 一 个 作法 ， 就 是 : 可 以 先 把 由 傈 数 < ER p REA (57) ЖАЙЫЛ ЕТ ЛЕ tE 87) 
杯 里 到 袜 数 的 一 部 分 如 起 来 。 也 就 是 赣 些 项 使 得 入 里 尼 圾 数 的 收 佑 性 不 好 。 求 出 省 一 部 分 
АИ 65 В TERE НЕВИС Y 。 | 


R ERRAR E RAH FHAA: 
— (20 х0) 
3 I smar Ja 
(60, > ж “ы (0<х<2л) 
Е. 
О (w“=0 8 t= + 2r) 
9 q 9 
21° HOTI dT ( —2х<\х< 0у 
<> 12 
COS RT _ 
шо Ўт 
n=] 12 — бл 
212 бяж- 3х” (0<х<2я) 
12 
3 
_ таіла + д3 (200) 
сә Ў 
п | 
MN =j 2 лт? 
2п*2 = + + хз (0<=<2л). 
MRE gg Ж 一 > 在 区 加 COo КЕНТ ея лок ЖШ 


一 个 公式 中 0 潭 = тА РИН ШАХ, Верин РИВА C144) 


У. 


п=1 
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同 楼 由 第 二 侦 公 式 求 种 分 就 得 到 第 三 个 公式 。 炎 征求 梧 分 我 们 就 得 到 上 面 所 富 的 型 全 
MIAR. BARFELOR o IAT h НЗ, 

ИЕС ВОРЕН ЕТО: ВУНЕ ТЕАИ S) 及 其 微 商 的 方法 ， 
ИГРАН ЕЖА, ERR А.Н. ВЕКИ, 2) 


159_ 例 ЖЕН: 


2 n. СО$ - 
(61) J(z) = To ум sin n£ (О<х5< ту 
mm: 一 | n’ — 
РН 
2% сов 
ЕОНИ ы s 
яб 1) 
需要 把 ь ЖОЕ (55) 的 形状 ， 合 НА 
n 
п? — 1” 

WIRI 3) 84 – + НЕ, 

"OE PE TS SPE 

72 一 1 _ ыы п? 1 Е = 
3 

RE 

2 сок. 2eos—  2cos — 

N E E ОИ 
(62) b, = дп диз zn3(n2—1) " 
tH: ti S ЕКЕ П ЯП: 
с 3008 ginnz Su 08 "sin nT | 
(63) —® У! д, 
п==] n=} 


用 Sw 3095—01, РЕН TERIER 


1X“ O некотрых дифференциальных уравнениях математической физики’. 


ве Na 里 S ж 数 599 
Н n( x+ a) 2 "( L — 3 
Бш үш — 1 > 2 КЕ і L 2 
š Ë т п T. п 
7 一 1 #=71 


POERA 2—0 НЕВА (60:2 ЗАРЕ К = 由 0 KEE x 
Б МН Cq) T ЕР) т, REHAR HE: 


° sin ж z +— 70 = + 
1 е 2J_ 1 ~ 2 ) _2-—л 
ft 


HERMA EE = ВО 7, SRG- 9 ) 由 一 д 6810, Ж ғ 


НЗ д ВУ < һу, № C 2) О. 
在 道 情形 下 由 公式 C601) 得 到 : 


| УЗ, Si 7 (=- >) an л 
E р> М да (5 <а<а) 
| 9 (= = т š 
相 加 就 得 到 关於 S1Cz) 的 最 后 表 过 式 如 下 : 
oo сш ala sin nz = (0<2< >) 
СОСО ди) 
n=] А ( =) 


С65) 中 第 二 个 和 可 以 利用 公式 (605) 来 着 得， 不 过 也 可 用 另 一 个 作法 。 用 $sCz) RR 
个 和 。 不 内 看 出 ， 由 S1Cz) N = 求 积分 天 次 陇 得 到 5sCz) ， 不通 可 能 差 一 个 一 次 多 项 式 。 
ВАК C64) RERA RIS: 

z mY. (z—m (л ) 
g (0<< у): ы (<<) 
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REHA: 


- 2 + Сх +С", (027) 
(65) Юа(х)= | Н 
= ым) + С". z+ e y <= <a) А 


需要 确定 常数 C， 我 们 生意 ， S: НО Е НА Ba ЕЯ МЈ, ПП 5’. (2) ЙЧ 
HORER = WE DERI ERMENSKE =T RRES. 由 
此 推 知 ， 党 = 一 开 时，(65) НИЕ E EEE: 


ыы 2 ‘в TE Е x # < __ d 
(66) 1 Е L. +С"; 
gr? E 
T 入 o тшшн ñ 
8л i 8 
ikt BI (65) #95 ПАЎ ЕЕ $2(0)=$.(п)=0, #5 (65) РН): 
(67) С =0; CUCU, =Ü. 
由 方程 (66) E. (67) пе ЕП рН А: 
; 7 -或 
шй ы О',=0; С", = т 
代入 到 C65) My ВЕ Slr) ПЕНА 
+° zt я 
6л 24° (о<=< 7) 


RRR WARR C61) ВИРА Зее: 


р ~ COS на 
68) SÆST) Sa) в ру sin nz, 
п==] 


ЕТТ БИГЕШ» ВИТНИ —БЕБНЛИ РНИИ НАЕХАЛ АВК SC RSC) 
MR ИНН ОНИ ОН ВХ ЛС) з ЗЕНА КИСА pM А 


r 
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Мнн ЫЕ ЖЖ УИТНИ fear) ВОНИ ЕАН, 利用 公式 (C61) 的 话 ， АУМ 
ЕЛИ», MEARKE АРАЛ: — БОК, 


53 BEKES AEMET RA 


159. Желе KARERE REREN 
R, MENTERNE RRK EE (一 1,7) Ж C ео, + ео) ЕЁ, 


”也 就 是 1> оо ВФ. 


ЗР fa) HEIRED, ДЕРЕ ИН ЕН LET 连续 
H WEEER С ео, +оо) [и АДЖМАН У, MWe РИНИА 


分 存在 : 
+ оо 
J LG) | dx =Q. 
会 照 狄 闵 赫 利 定理 ， 在 了 区间 《一 2) М, РН: 
F. < г 
Ка) = 5 ) (ако + В, мо 7 ). 
1—1 | 
ЕЕ. 
+! | т! 
| -| Гоо" dt, 6, = E. Fesin = dt, 
=] 
由 此 我 们 得 到 : 
со + 
pop roa | отв 
п221 —{ 


党 [-> со НЕ ИМЕНИН 0. [41% 
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+ 
1- [ло й | < Í |F) at < fi Кош. = 0. 
=) а 


В ЭНН а, ДЕН CO, ео) ЕСИНЕ ВИА: 


Щщ TE л л: 
Йй а= о.з +. 


{ A 


ар ЖИЙ) —1ИШЖФЖА а=, РЖД FREAR: 


+ 
1 Уа ~ Р + 
Е а ИО, ‘os a(t- adt, 


(a) _ 
当 7 很 大 上 时， 求 和 号 下 的 积分 与 
+ = 


Ке аё — zydi P 


— 00 


РЕ НУЛЕ, ЖЕ РН], W$ 一 > 一 Бу, АЕ ТАЈНЕ FK 


с фо 
1 (аа | ZGDcos alt- а), 
ТЕ аі 


0 = 2 


æ +s 
(1) Ух) =L fda | соз а(ё— в. 
Ü — 
若是 有 间断 点 的 语 ， 在 过 样 的 点 只 须 用 
/(z=+0)+ (a: —0) 人 
2 


ЖЕК. Кх). 
ЕВА АЛЕ eo 时 由 和 福 里 嘉和 级 数 得 来 的 НИ ҮЕ 
式 。 如 此 我 全 引出 一 个 命题 : Ж х) 在 任何 的 有 限 区 关上 上 满足 
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ч о В v rr 
—=—— 


ЭКЕ ЛИЕ РЕ ERZE С оо, + ео) Ев] ki МЕ Оа, HH 
对 於 所 有 的 с, БЕБЕУ З: 


十 过 
(л 1 [аа (ооз alt- xydt __/\е+0)+/(ж —0) 
qr А T 2 


E ЛИЕШ ПА 8 ЕРЕ, 而 过 公式 左 毛 的 积分 叫做 浮 数 /(=) 
的 往 里 襄 积 分 ， 以 上 的 理由 不 十 分 出 格 ， 利 用 一 些 补充 的 理由 ， 可 以 
把 它 作 得 由 格 。 我 们 现在 不 过 榜 作 ， 而 以 L152 НАУ ЕЕ 
Нид АНН. 
PF ri ДА, Со) RARA 


й 十 << 
lim 1f da j ftycos «(Ё — r)dt = ++ А 
0 


А а-у оо 7 2 
— ©) 


把 左 吉 的 积分 记 作 ЈСА z), РИ НЛ: 
+ I 
(3) А) = | Tat | а — =) da, 
— 55 0 
ан] AR + RE = 求 种 分 的 次 序 。 
渤 是 根据 可 以 求 函 数 fCz) 的 绝对 值 的 积分 ， 蕉 是 积分 
+ сс 
(4) | | Cos c(t— хуа; 
对 雁 所 有 的 «的 值 一 致 收 铺 。 实 际 上 ， 种 分 
N' — АМ 
(5) ‚| АФусов a- 2), {А соз olé ~ куй (N< N) 
| N _ 
ПЛЕ ЗНАЛ ЕА 
N” | 
(6) еж а, 
М 
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RENSE: EE, в Раис 的 №, НН МММ, Җ 
TOPERA =, ABRE УС РДЕ ЕЙ, ВОЛ) RRS a MEA. 
BRR CO Н] UTRO TE RE «ИЩ [8 入 ， 於 是 给 出 : 


2 +» 十 = 
та. х)=1 | da j flt)cos a(t — z)dt =_ 5) Жай бн _х)йа. 
0 — © | 一 为 0 
公式 (3) ЯЗВА а RIRE ОЦА ТРАЕ, WEE: 
ай 
(7) Л, А йл = 


ЯКА ЖК: 


о 
lim 1) Кор е 
{ую Ж t— 2 
ЗОНЕ С— 0, + оо) НЕ (— x, z), wta) AMEER IAS 
HS ( —2) REHE G-r ТЕЗ СЕН ЕЯ z ЖЕКЕ G-a), Иа (7) 写成 下 面 的 
形状 : 


со со 
JQ, y=; | f(x—7) УА? оты SAE az, 
0 


НАННЕ АК › АЖЕ АГЕ ВОИ „ AREER, ТЇЇ 
АНБ ЧОРЕ Я, MER Жо Ep КЕҢИ; 


1 ( sin À 1 
4 一 


(8) . 
l i in À z 1 
wfe + 2) — dz — 5-7 (z + 0), 
ПЕД RURAR КУЧЕ 


Ка +f(z-0) 


JGL,z)> 
(A, T > 
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ШЕШЕНЕ ГҮ ЖЕШ yc ga, ! 
现在 我 们 全 于 公式 《8) 。 ФРА АННЕ — П А, B е 是 一 个 任何 的 给 让 的 小 正 


К. Карии, MINEIRA, И Pn 22 ИДЕИ <1 , MARE, HAS- 
在 区 闻 (0, = 》 上 可 以 求知 对 值 的 积分 。 所 以 我 们 可 以 求 得 尖 楼 -个 数 V >1， 使 得 ， 对 从 
fD 2 


1 | 
É 1 Ae ЕР = ае, <J л (2-22) [42 <>. 
N 
MARERE CARK АНА 
N 
2 {for—22) 998 аг, 
0 


可 以 肯定 ， 当 Ло ЕН К=-0), MER 者 认 所 有 的 足够 大 的 A 


sin 42 _ 1 _ g 
о s 0) <>. 


КН: 
1 а И И 
2 f Ка 22) — fr—0) 
0 
N со 
= [1 а оо) Eaz] fao] Као а, 
0 


由 此 ， 恨 钳 明 后 一 个 不 等 式 ， 对 从 所 有 的 足够 天 的 7 的 值 就 有 : 


人 ЭР 
о, даос 


£ 
一 上 


| 


Е 
ҤЕ е HER J ЗК СВ) 5—00, 99 ПВН НН. 
Жи Ла) ERRARE, п] ДНА АХ (2), 


пи-пи 


ЗЕ Е, ВН cos ах), WA: 


о -+ 
(9) Даа. = x | du (соз оф cos wx Е 


$ — 27 
‚ ш >: 
+2} da | fF tysin at sin л dt, 

; | СЯ 
根据 ЛОТ) Е ( — оо, + оо) БаР НК BPA a ERAS t 
WWE 8128 ЕН 53585 

Я ЕЧ FE) AR Е ЁК, КЕД 了 (zt)cos оф Е (7 E3 К, m) ЕЧ Ж 
(Гуз at Е, АРА. 
+4 со © 


IO zt dt = ? Io ot dt, 
一 名 0 
< 
КО о dt = 0, 
— o 


所 以 
етө Ая = 2 ( 208 AL da | FO) cos ot dt 
Ü Ü 
HARO) 是 奇 画 数 ， 则 同样 可 以 得 到 : 


ets). -二 fsin ах da Г. FD sinat dt. 
0 Ü 
ЖИК Лот) НЕЕ Pr [j (0,>>) F, ©] ЛЕ sj a — ео, 0} 
L, УЖИНЕ, БВ, 那 时 我 们 对 从 同一 个 画 数 
帮 z)， 得 到 两 个 公式 : 


> 
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se ао р 


—— nN — 


(10) Tar- 2 | со; ах da | ieos atat (zx >0) 
Ü 0 

(11) лау 2 | sin a= да | (уп «tdi (x >Ü), 
0 0 


过 惠 仿 简单 起 见 我 们 算 作 x) ЖЫЙ. 

АВЕ, ， 对 於 第 -- 个 公式 В Ох) Ви, К 
ВАНА z БЫЖЫ, MAR х=0 时 第 一 个 公式 正确 ; 在 第 二 个 公 
Җир, 3F/0)%0, НЮ, Нео, AAKER 
Ко), MERR. 

在 公式 (9) PEA ЖДТ, ЗЫ АИ 


+ > - 55 
А Се) РР Я [со at dti, В(а)= l | /(t)Dsin et dt, 
ла Л» 
= 86 — оо 


可 以 把 公式 (9) SSK. F IBI BJ JE IA 


ZU) = лса ar- В(а)ѕіп ахаа, 
Ü 
Б МДЕ КЕН {Е f(x) ЭЕ. ЗЕ, ЖИНДЕНЕ ЕЖЕ — оо, 
+) Е (2) ЖИ ШЛУ ЕК, BRERA О 
ССІ ++ ос, MAN Абеу 与 Ва) ИНН НЯ Б Ж ОБЛЫ 
对 频率 a 的 依 顿 关 傈 。 对 共有 限 区 间 (一 ,十 站 ,我 们 有 频率 о, = 17 
(2 一 0,1,…7) ЖЕ Е. 
若 在 公式 (10) р 


(12 И f AO cos at dt, 
|} 
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则 可 以 把 它 写成 


С 124) (к у= га х f Jila) cos ах da. р 
0 


在 过 两 个 公式 中 ， 太 x) 与 有 h(a) з= ж] ЕНИН Н.Ж Е, 

BEBA (12) Е (z) 是 给 定 的 ， 而 及 (oe) 是 未 知 的 , BUZ 
A (12) 所 表示 的 ， 吓 做 关於 ЛСо) КЕ, МАНН 
在 积分 号 下 (三 里 哀 积分 方程 )。 公式 2) 给 出 过 个 积分 方程 的 解 。 
完全 辐 桂 的 可 以 把 公式 (11) 表示 成 下 面 形 状 的 公式 : | 


(13; ) лса у= =- | JCE) sin at dt, 
{) 
| ше» ® ~ 
(134) = J= | /f (CG) sin ах аа. Е. 
0 \ 
例 1. 在 公式 (10) hi 
1 DE ОЕ 
八 工 ) 一 { 
0 党 2 之 1 时 . 
К, (10) ЖЕН ЗАРИ: 
06 т о 1 wa 
f cos QT da | JCE) cos at dt = [| cos Ox do f cos Qt dt = | — Sga, 
0 0 0 0 0 
ЗЛЕ: 
оо | 1 С 1 . 
2 Г со; ах япа | 
кы | ==" ЕМ Эмеш], | 
0 0 Halk. ; 
3. 在 公式 511) 中 说 
Kajsi” ‚ (#20, 


ЗЕРЕН 积分 : 


вт НЕЕ 539 


i а — 


G> ат еа 
> i -pt _. _ Я [asnar 
= | sin ах Ча f e sin СЁ dt = j. 2-72 da, 
() 0 0 
КП43): 
с т. = 
| xsmncr g | м => 
о == | 
0 я 5=0 ВЕ 
5.» EA СТО) НИ 
Кх) =е* (8>0), 
求 得 : 
ое, 
го; (т = -zx 
1 | ов ° 
0 


ЖЕТЕ ЕЙ АА О 
Кое үг 
(14) Аи. == | 44 |е at. 


出 公式 (2) жй аа (ШОХ ЖАКУ АЛИ 
е оз ох) isin а(ё— =), 


就 得 到 两 外 种 分 : 
o° +o + °° + со | | 
> | dof 0 совае | a | зто 


ТЕЛА, ЖЕШ а ИЕЛЕ СИЕ, ВТА ВСЕ. о Вр 
=. RERA ДЕРЕ С оо, + ос) 上 奢求 积分 时 我 们 得 到 0。 
反之 ， 在 第 一 个 积分 中 是 = МИННИ, EEN о, +o) .上 求 积 
分 时 可 以 用 区 间 (O, ©) ИЯК, HRUE. MiA 
В, АКК О). 
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TIEI ER, JE (14) 写成 下 面 的 形状 ; 
| 十 co 十 со 
Р) = 5 | e~ “<i da j f (B езй qt, 


Не, ФИА CGO 4 (11) 一 柑 ， 我 们 可 以 把 它 写成 下 
ПЕЛА НАХ: 


(15 поры. Í ш? 
十 ob 
(154) Az)= | Arda, 
ВАНН ОКЕ RSA RPE MNRE о ТЕВЕ УЕ [89] 、 我 们 不 可 以 骨 定 
ЗН KARARIR 
+o + 
1 Е 
a dr È FA) sin æ (É — z) dt 
是 有 意 旨 的。 我们 只 可 以 肯定 ， 党 M 取 任 何 的 有 限 正 值 时 
+M +M 
[аа | rO дна (2-2) &=0, 
-M -м 


К, НИЯ, АЛЕНА КИНО: 
+M 


Jf (z) = pa и > | e zi da {ло idt, 
— М —со 


在 洪 情 形 下 ， 下 限 孝 向 (一 oo)， 上 限 赵 向 (十 % ) ， 而 上 下 限 的 绝对 值 相同 。 在 一 般 写 
ETF BAKRENE I FERRER EARR C ао 2 而 上 限 依照 任何 规律 趋向 


Ж; æ) RRR Eo 


160 .复数 式 稿 里 哀 鹤 数 ВАНН, ЁШ 
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- saa 


HE y£ Ek al nf PLS ЕЖА, 
БП [146] 中 的 公式 : 
Е) = = + Y> (а, cos b, Sin =) 
(16) Т аш р H Ме 
a, 一 “г {79 COS #®. qt: b,= — IAG, sin =Й. 
=i 2; 


Kie ERAAI F AMAA: 


十 co ; == i +: Жү... 
а7 = У l; a= fre ГЕ. 
—1 


ЗЕ ЖЕНЕ п RERED, MEERA, ВАЖНЕЕ со, 
ci В сл, AP АЕ, AR (17) 与 (16) 我 们 有 : 


+! 
o= }ј794=7 


+ 
сь у {6 ( cos 9 — isin TE) dg == ак — ibg 
~I 
Са = 3] | 70 (cos FE- isin FE dtas et e, 
~t 2 


КАЗНЕ 17) P, ИЕ НОЖИ, НН 


kre 


jomp ў age ' у" т 
k 1 nas 
所 富 的 两 个 和 中 的 项 ， 沉 大 取 相 同 的 值 时 ， З ENEA 
成 一 项 ， 就 得 到 实时 
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ЖУЗЕ ЕЛЕНИ С f (z) ВУЗЕ ЖЛИШ ЗИК (16) 全 同 Н 推 知 
(17) Ж (16) НЕЕ, 

162. ВНЕ 50А HH РЕ АОЛ БЕРДО PJ HE И) ЖЕЛЕК 
或 多 个 自 狼 量 的 夯 数 。 例 如 考虑 通 期 画 数 /(z, у), Эх KREA 21 F 
НЯ, у ЖА 2m ВМ, WAR Лх, у) ЕЙ: 的 画 数 ， 我 
5 1161]: 


十 >> 


(18) / (X,Y) = во (eiT, 


gac — оС 


其 中 


+1 
1 р р 
2 [| ДЕ, ye l dë, 
= | 


Ч со Су) ЖЕ nj DR BEDE F E ARTER: | 


+ тлу 
с. (У) = 2. сле т, 
其 中 Е 
+ m +I +m 
1 ыыы сЕ m 
(19) == | 6 (We m dy= ph | | Z€, We “(T+ Dae dn, 
把 所 得 到 的 关於 coly) 的 开 违 式 代 大 到 公式 《18) rB, ЖЕН 
am Te ‚жу Гоа 
Каре У (У ше т )е Г, 
由 此 ， 去 掉 括号 ， 就 有 公式 : 
(20) Z (<; У) = Ў бё № 30: 


=L 
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HEB E БОШОО hw st sap НОН, = 

WEED ВНАЕМ B ЖЕНЕШЕ f бхаа, хз), З z, Ж 
ДЕР. 2o, SB, Sh xz ЖР 20. A, р z, Ж О 203 SA 
期 ， 我 们 就 有 : 


+ сә a 
а 3 Fate atg 
ЁТ = 
(21) f (x, Хә, Хз) = У Caoa Ê (u + © + wa ) 
91, бу, 73 == — Оз 


其 中 


Co s a == 
Oj оз оз к {1а 98а у afa 


(22) ==, | | | е. е Co gb dt 0. 


在 公式 (20) 或 (21) ТЕНИ, M ERA ВО H БЕС Bz ВЕ 
В 

藉 助 於 稿 分 可 以 得 到 类 伺 的 表示 法 
(Озу. АЖ == 


Рег Ya C82)+ eC —))] 
. | J j f G, je 2248721 ООУ 


— 00 — 00 — 00 = 00 


(24) Дх, ,Ta Ts ) = 


十 °° 
Е Í у , ү, а С ааз (55 — = Уаз С — zs] 
=) Í Í JI ЕТ НВ 3058—23 
一 50 


дааа аа. 


# x 

Бесселя уравнение 

Бесселя функции 

Бернулли уравнение 

Вращающийся вал 

вронского определитель 

вынужденные колебания системы C одной 
степенью свободы 

Гарионическое колебание 

Геометрическая интерпретация системы 
дифференциальных уравнений 1-го порядка 

Графическое интегрирование хифференциа- 
льных уравнений 

дифференциальное уравнение Бернулли 

дифференциальное уравнение Бесселя 

дифференциальное уравнение Клеро 

Дифферевциальное уравнение приводящееся 
к уравнению Бесселя 

дифференциальное уравнение Риккати 

дифференциальное уравнение Эйлера 

дифференциальные уравнения высшего TO 一 
рядка, допускающие понижение 

дифференциальные уравнения высшего п0- 
рядка простейшие 

дифференциальные уравнения линейные вы- 

сших порядков ' 

дифференциальные уравнения линейные вы- 
сших порядков е постоянными козффици-- 
еятами 

дифференциалньые уравнения линейные O1- 
вородные второго порядка 


дифференциальные уравнения линейные ON 一 


(1) 


Я 


中 Ж 页 
125.3 JE [149] 
АЖ [150-152 
НІ [10] 
Май [119] 
ЗУ [86,92] 
具有 一 度 自由 的 对 炉 的 

ЗЕ г106,103-107] 
调和 扰动 [104 J 
— SW y Fa ру 40] 

解释 [791 
ЖЯ 7713 ВУЗЕ [ 49] 
НЕРЖ УЖ [101 
具 塞 请 微分 方程 [149] 
АЕ [39] 
АКНЕ 

微分 方程 [158] 
利 卡 迪 微 分 方程 [173 
尤 拉 微 分 方程 [130] 
РЕКЕ y FZ. [60] 
简章 高 级 微分 方程 L53] 
高 级 如 性 微分 方程 [90] 
ВО ОРЕЛ Л 

程 [99,124,127] 
ПЯНА [85,141-146] 
КА 


а Ж м 


нородные втөрого прядка, © постоянными 
коэффициентами 

дифференциальные уравнения линейные не- 
однородные второго порядка 

дифференциальные уравнения хинейные не- 
однородные второго порядка, с постоя- 
нными коэффициентами 


дифференпиальные уравнения обыкновенные 


分 方程 


二 级 非 音 次 糠 性 微分 方程 


НЯ Sk JE АВЕ 
微分 方程 


常 微 分 方程 


дифференциальные уравнения первого порядка — АМЕ УА 


линенные 


дифференциальные уравнения первого порядка MRKA GI HR 


однородные 

дифференциальные уравнения с отдедяющи-- 
мися переменными 

хифференцальные уравнения с частными 
производными 

дифференциальные уравнения с частными 
производными линейные 

дифференциальных уравнений системы AAH- 
ейных с постоянными коэффициентами 
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